
「量子物理学」 (培風館)演習問題詳解

(2003年 1月 25日更新)

問題 1-1. 1 eV の光の波長は何 �mか? 何�Aか?

答: Einstein によると光はエネルギー E を持っている光子からなっている。この光

子の エネルギー E はある定数かける振動数 � と等しい。

E = h� (1-1-1)

ここで h はプランク定数と呼ぶ。 h = 6:6260755� 10�34 Js。また

1:602177� 10�19 J = 1 eV (1-1-2)

より、プランクの定数は電子ボルトで表現すると、

6:6260755�10�34 J �s = 1� 6:6260755� 10�34

1:602177� 10�19
= 4:136�10�15 eV �s (1-1-3)

を得る。また, 光の波長 � と振動数 � の関係は

� =
c

�
=) � =

c

�
(1-1-4)

であるから、これを (1-1-1)に代入すると

E = h
c

�
=) � =

hc

E
; ( 光の速度 c = 2:99792458� 108 ms�1) (1-1-5)

したがって (1-1-4)より 1 eV の光の波長

� =
(4:136� 10�15)(2:99792458� 108)

1
= 1:2398�10�6 m = 1:24 �m (1-1-6)

を得る。また, 1�A = 10�10m より

1:2398� 10�6 m =
1:2398� 10�6

10�10
= 12398 �A (1-1-7)

したがって 1 eV の光の波長は、

� = 1.24 �m = 12398 �A (1-1-8)

になる。

y9410205 Yuzri Mohd (y9410205@edu.uec.ac.jp) 作成 (95/10/31)

問題 1-2. 可視光 (0.38～ 0.77 �m)の光のエネルギーは、何 eVから何 eVか?

答: (1.3)式と (1.4)式より

E = h� =
hc

�
(1-2-1)

であるので、プランク定数 h = 6:626076 � 10�34Js、光の速度 c = 2:997925 �
108m=sと波長を代入して求めたエネルギーをそれぞれ 1電子ボルト 1eV = 1:602177�
10�19Jで割ると答を得る。

波長が 0.38�mのときは

E

1eV
=

6:626076� 10�34 � 2:997925� 108

0:38� 10�6
1

1:602177� 10�19
= 1:61eV (1-2-2)
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波長が 0.77�mのときは

E

1eV
=

6:626076� 10�34 � 2:997925� 108

0:77� 10�6
1

1:602177� 10�19
= 3:26eV (1-2-3)

よって求める範囲は (1.61eV～ 3.26eV)である。

t9410107 高橋 一晃 (t9410107@edu.uec.ac.jp) 作成 (95/12/05)

6@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp y9410205 Yuzri Mohd Yuso� /95/12/7 y9410205@edu.uec.ac.jp

1-3 分光学 (化学)の分野では, 光の波長 � の代りにその逆数である波数 (はすう) k,

k =
1

�

を用いる。 k を cm�1 (cm�1 でカイザーと読む。) の単位で表したとき, 1 eV の光

は何 cm�1 か? Einstein によると光はエネルギー E を持っている光子からなって

いる. この光子の エネルギー E はある定数かける振動数 � に等しい。

E = h� (1-2-4)

ここで h = 6:6260755� 10�34 Jd�ots = 4:136� 10�15 eV � s はプランク定数。 ま
た, 光の波長 � と振動数 � の関係は

� =
c

�
=) � =

c

�
; ( 光の速度 c = 2:99792458� 108 ms�1) (1-2-5)

これを (1-2-4) に代入すると

E = h
c

�
=) � =

hc

E
(1-2-6)

したがって (1-2-6) より 1 eV の光の波長は、

� =
4:136� 10�15 � 2:99792� 108

1
= 1:2399� 10�6 m = 1:2399� 10�4 cm

よって, 1 eV の光の波数は、

k =
1

�
=

1

1:2399� 10�4
= 8064:89 cm�1 = 8065 cm1 .

問題 1-4. 60 W の白熱電球からでる毎秒出る光子の数はいくらか? ただし, 電力は全て

0:6 �m の可視光になるとせよ。 (注: 実際の白熱電球では, 赤外線 (熱)になる場合が

多い。)

答: 電力の定義より,白熱電球の単位時間に発生するエネルギーは 60 W = 60 J � s�1
である。また, 光はエネルギー E を持っている光子からなり、この光子のエネルギー

E はプランク定数 ( h = 6:6260755� 10�34 J � s)かける振動数 � に等しい。

E = h� = h
c

�
(1-4-1)

ここで光の波長 � と振動数 � の関係

� =
c

�
=) � =

c

�
; ( 光の速度 c = 2:99792458� 108 ms�1) (1-4-2)

を用いた。したがって, 0:6 �m の可視光の光子 1個のエネルギーは

E =
6:6260755� 10�34 � 2:99792458� 108

0:6� 10�6
= 3:3107� 10�19 J
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より、毎秒

1� 60

3:3107� 10�19
= 1:8123� 1020 � 1:8� 1020個。

の光子がでている。

y9410205 Yuzri Mohd Yuso� (y9410205@edu.uec.ac.jp) 作成 (/95/12/20)

問題 1-5. タングステンの仕事関数は 4.55 eV である。タングステンの表面から光電効果

で電子を飛び出させるのには, 振動数がいくつ以上の電磁波が必要か? この電磁波の

種類は何か?

答: 光電効果より金属の表面から電子を飛び出させるために当てる光のエネルギー

(h�; � は光の振動数) は金属の仕事関数 (W) より大きくなければならない。つまり

h� �W (1-5-1)

(h はプランク定数, h = 6:6260755� 10�34 J � s = 4:136� 10�15 eV � s)タングス
テンの場合 W = 4.55 eV であるので (1-5-1)より

(4:136� 10�15)� � 4:55

� � 4:55

4:136� 10�15
= 1:10� 1015s�1

したがって, 振動数は 1.10 �1015 s�1 より大きくなければならない。 また, 光の波

長 � と振動数 � の関係は

� =
c

�
=) � =

c

�
; ( 光の速度 c = 2:99792458� 108 ms�1) (1-5-2)

したがって, � = 1:10� 1015 s�1 の時

� =
2:99792458� 108

1:10� 1015
= 2:7253� 10�7 m = 0:27�m

これが紫外線の波長の範囲 ( 1 nm � 0.38 �m ) にあるので 0.27 �m の波長の電磁

波は紫外線 である。

y9410205 Yuzri Mohd Yuso� (y9410205@edu.uec.ac.jp) 作成 (/95/12/7)

問題 1-6. 赤外線を検知する素子を光電効果で作りたい。仕事関数の値が何 eV であれば

よいか。

答: 教科書 p.5 の表 1.3 によれば、赤外線の波長の最小値は �min = 0:75�m であ

る。したがって、赤外線のもつエネルギーの最大値 Emax は

Emax =
ch

�min
=

2:998� 108m=s� 6:626� 10�34J � s
0:75� 10�6m

= 2:65� 10�19J = 1:65eV

(1-6-1)

を得る。したがって、赤外線を検知するためには仕事関数の値が 1.65 eV 以下でな

ければならない。

h9410159 平野 喜英 (h9410159@edu.cc.uec.ac.jp) 作成 (95/12/25)

問題 1-7. コンプトン効果で、�� の最大値が、入射する電磁波の波長 � の 1％ である

ようにするとき、入射する電磁波の種類とエネルギーを求めよ。

答: 教科書 p.11 の式 (1.13) より、
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�� =
2h

mc
sin2

�

2
(1-7-1)

であるが、この最大値 ��max は式から � = � のときである。この ��max が � の

1％のとき、

��max =
�

100

よって � は、

� = 100� 2h

mc
= 100� 2� 6:626� 10�34

9:109� 10�31 � 2:998� 108
= 4:85� 10�10m

であり、この波長の電磁波は、教科書 p.5 の表 1.3 から X線であり、このエネル

ギーは

E =
ch

�
=

3:00� 108 � 6:63� 10�34

4:85� 10�10
= 4:10� 10�16J = 2:56� 103eV (1-7-2)

h9410159 平野 喜英 (h9410159@edu.cc.uec.ac.jp) 作成 (95/12/25)

問題 1-8. 太陽から地球まで光が届くのに約 500秒かかる。太陽までの距離は何 kmか?

この長さを 1天文単位という。

答: 光の速度は c = 2:997925� 108m=sであるので太陽までの距離は、

500� 2:9979� 108 = 1:50� 1011m = 1:50� 108km (1-8-1)

より 1天文単位は 1億 5千万 km

t9410107 高橋 一晃 (t9410107@edu.uec.ac.jp) 作成 (95/12/05)

問題 1-9. 太陽から地球の表面 1cm2 に毎分 2calの熱が放射される。これが、 0:5�m の

光であるとして、地球の表面 1cm2 に毎秒何個の光子を受けていることになるか？ま

た太陽からすべての光子が空気中で減衰することなくふりそそいだとすると、太陽は

毎秒どれくらいの光子をだしているか？太陽は何Wの電熱器に等しいか評価せよ。

答: 波長 � = 0:5�m の光の光子 1個のエネルギー E は

E = h� =
hc

�
(1-9-1)

h:プランク定数 c:真空中での光の速さ より

E =
6:63� 10�34 � 3:00� 108

0:5� 10�6
J (1-9-2)

と求められる。地球の表面 1cm2 には毎分 2calの熱が放射されているから、 1秒間

に放射する熱は、ジュールの定数 (=4.19)を用いて

2� 4:19� 1

60
J (1-9-3)

となる。したがって地球の表面 1cm2 には (1-9-2)と (1-9-3)より毎秒

2� 4:19� 1

60
� 0:5� 10�6

6:63� 10�34 � 3:00� 108
= 3:510� 1017 個 (1-9-4)
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の光子を受けている。太陽の中心から地球の表面までの距離が半径 rcm の球を考え
て、その球面の 1cm2 に放出される光子の量が (1-9-4)で求められているので、それ

を球面全体に広げると、太陽が 1秒間に出している光子の量は 3:510�1017�4�r2個
となる。理科年表（平成 6年版）より r は 1:496 � 1013cm。これから太陽が 1秒間

に出している光子の量は

3:510� 1017 � 4� � (1:496� 1013)2 = 9:871� 1044 � 1:0� 1045 個 (1-9-5)

となる。さらに 1秒間に太陽は

9:871� 1044� 6:63� 10�34 � 3:00� 108

0:5� 10�6
= 3:926� 1026 � 3:9� 1026 J (1-9-6)

の熱を発生していることになる。従って太陽は 3:9� 1026Wの電熱器に等しい。

t9410126 坪井 秀和 (t9410126@edu.cc.uec.ac.jp) 作成 (95/12/20)

問題 2-1. 図 1(教科書 p.21参照)のように、幅 a の 1個のスリットに、波数 k = 2�=�

の平面波が侵入した。これを L だけ離れたスクリーン上で x だけ離れた点での振幅

f(x) は

f(x) = C

Z
a

0

eikyx=Ldy (2-1-1)

と近似的に書けることを示せ (C は定数)。また、この f(x) と強度 I(x) = jF (x)j2
を求めよ。ただし L� x とする。

答: スクリーンの中心から x 離れた位置は、スリットから sin � � tan � = x=L だ

け傾いた方向である。また、スリットの下端 (y = 0) の点の波と、下端から y 離れ

た点の波では、スクリーン上の点 x までの道のりの差 �` が

�` = y sin � =
yx

L
; (2-1-2)

である。よって、この２つの波の位相のずれ �' は

�' =
�`

�
� 2� =

kxy

L
; (2-1-3)

したがって、点 y を出発した波の形は、振幅を C とすると

Cei�' = Ceikyx=L; (2-1-4)

と表される。スクリーン上の点 x で観測される波は、 y = 0から y = a までの波の

重ね合わせであるから、 f(x) は (2-1-4)式を用いて

f(x) = C

Z
a

0

eikyx=Ldy; (2-1-5)

と表される。式 (2-1-5)を計算すると

f(x) = C
L

ikx

h
eikyx=L

iy=a
y=0

=
CL

ikx

�
eikax=L � 1

�
; (2-1-6)

よって強度 I(x) は

I(x) = jf(x)j2 = jCj2L2
k2x2

���eikax=L � 1
���2 = 4jCj2L2

k2x2
sin2

kax

2L
; (2-1-7)

を得る。

h9410159 平野 喜英 (h9410159@edu.cc.uec.ac.jp) 作成 (95/12/25)

5



問題 2-2. 図２ (教科書 p.21参照)のように、幅 a の２個のスリットが d だけ離れてい
る。ここに波数 k = 2�=� の平面波が進入した。これを L だけ離れたスクリーン上

での x だけ離れた点での振幅 F (x) は、 2.1で求めた f(x) を用いて、

F (x) = f(x)

1X
n=0

eindkx=L (2-2-1)

と近似的に書けることを示せ。また、この F (x) と強度 I2(x) = jF (x)j2 を求めよ。
答: 教科書の図から明らかなように、問題 2-1 では y = 0 から y = aまで行ってい

た積分を、本問では y = 0 から y = a までの積分と y = d から y = a+ d までの積

分の和の形に変えればよい。すなわち、問題 2-1 の解を利用すると振幅 F (x) は

F (x) = C

Z
a

0

eikyx=Ldy+C

Z
a+d

d

eikyx=Ldy = C

Z
a

0

eikyx=Ldy+C

Z
a

0

eikx(u+d)=Ldu

= f(x) + eidkx=Lf(x) = f(x)

1X
n=0

eindkx=L (2-2-2)

と表される。これを計算すると

F (x) = f(x)
�
eidkx=L + 1

�

=
CL

kx

�
2 sin

kax

2L
eikax=2L

��
2 cos

kdx

2L
eikdx=2L

�
(2-2-3)

を得る。したがって、強度 I2(x) は

I2(x) = jF (x)j2 =
jCj2L2
k2x2

� 4 sin2
kax

2L
�
�
4 cos2

kdx

2L

�

=
16jCj2L2
k2x2

sin2
kax

2L

�
cos2

kdx

2L

�
(2-2-4)

h9410159 平野 喜英 (h9410159@edu.cc.uec.ac.jp) 作成 (95/12/25)

問題 2-3. 電子は真空中で 100Vの電子で加速した場合の速度は何m/sか? またこの速度

は光速の何%になるか?

答: 1eVは電子 1個を 1Vで加速したエネルギーなのでこの電子の持つエネルギー

E は

E = 1eV� 100 (1電子ボルト 1eV = 1:60219� 10�19J) (2-3-1)

また、 E のすべてが運動エネルギーに変わるので

E =
1

2
mv2 (2-3-2)

を変形すると、

v =

r
2E

m
(電子の質量 m = 9:109390� 10�31kg) (2-3-3)

である。ここから求める電子の速度 v = 5:93�106m=sを得る。また光速を cとすれ

ば
v

c
� 100% (光速 c = 2:99792458� 108m=s) (2-3-4)

なのでこの電子の速度は光速の 1.98 % である。

t9410107 高橋 一晃 (t9410107@edu.uec.ac.jp) 作成 (95/12/04)
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問題 2-4. 中性子が 100m/sの速度で飛んでいる。この中性子のド・ブロイ波長は、何�A
か?ただし中性子の質量は、 1:6749 � 10�27kgである。同じ速度で電子の場合と比

較せよ。

答: この中性子のド・ブロイ波長を �n、質量をmn とする。

� =
h

p
=

h

mv
(2-4-1)

(ただし hはプランク定数で h = 6:626076� 10�34Jsである)より、

�n =
h

mnv
=

6:626076� 10�34

1:6749� 10�27 � 100
= 3:9561� 10�9m (2-4-2)

よって求める中性子のド・ブロイ波長 �n = 3:96� 10�9m = 39:6�Aを得る。

ここで、電子の質量をme = 9:109390� 10�31kg、ド・ブロイ波長を �e とすると

�e
�n

=
h

mev

h

m
n
v

=
mn

me

= 1838:7 (2-4-3)

なので電子のド・ブロイ波長は中性子の 1838.7倍である。

t9410107 高橋 一晃 (t9410107@edu.uec.ac.jp) 作成 (95/12/11)

問題 2-5. 電子波の共鳴の式 (2.9)で、 L = 10�Aの場合の n = 1のエネルギーは何 eV

か?

答: (2.9)式

En =
p2n
2m

=
h2

8mL2
n2、 (2-5-1)

に n = 1を代入する。また、電子の質量m = 9:109390 � 10�31kg、プランク定数

h = 6:626076� 10�34Js、 L = 10�A = 1:0� 10�9mをそれぞれ代入すると

E1 =
(6:626076� 10�34)2

8� 9:109390� 10�31 � (1:0� 10�9)2
� 12 = 0:602467� 10�19J (2-5-2)

1eV = 1:602177� 10�19Jより、エネルギーを電子ボルトに変換して、

E1

1:602177� 10�19
= 0:38eV、 (2-5-3)

である。

t9410107 高橋 一晃 (t9410107@edu.uec.ac.jp) 作成 (95/12/05)

問題 2-6. 電子波の共鳴で得られた準位で、 n = 2から n = 1の発光が可能な場合、発光

する光が青色 (� = 0:45�m)になるためには、 Lの値を何�Aにすれば良いか?

答: (2.9)式より

E =
h2

8mL2
n2(n = 1; 2; � � �) (2-6-1)

(ただし hはプランク定数で h = 6:626076�10�34Js、mは電子の質量でm = 9:109390�
10�31kg)なので、 n = 2と n = 1の準位で得られるエネルギー差は

E =
h2

8mL2
(22 � 12) =

3h2

8mL2
(2-6-2)

また (1.3)、 (1.4)式より

E = h� = h
c

�
=

3h2

8mL2
(2-6-3)
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(ただし cは光の速度で c = 2:997925� 108m=s)よって

L =

r
3h�

8cm
=

r
3� 6:626076� 10�34 � 0:45� 10�6

8� 2:997925� 108 � 9:109390� 10�31
= 6:40�A (2-6-4)

が得られる。

t9410107 高橋 一晃 (t9410107@edu.uec.ac.jp) 作成 (95/12/11)

問題 2-7. 負のミュー粒子 ( �� ) は、電子の 207 倍の重さをもち、電荷が �e である粒
子である。陽子と負のミュー粒子でつくる 「水素原子」 の場合、リュードベリ定数

R の値は何 eV になるか。また、電子と同じ重さで電荷が +e の粒子 (陽電子)と電

子で 「水素原子」 を作った場合、 R は何 eV になるか。

答: 電子の質量を m 、陽子の質量を M とすると、負のミュー粒子の質量は 207m

である。ここで、陽子と負のミュー粒子の換算質量 �1 は、

�1 =

�
1

M
+

1

207m

��1
=

�
1

1:6726� 10�27
+

1

207� 9:1093� 10�31

��1
= 1:6945� 10�28 kg

である。また、 リュードベリ定数 R は、教科書 p.19 の (2.17) 式から

R =

�
1

4�"0

�2
�e4

2�h2
J =

�
1

4�"0

�2
�e3

2�h2
eV (2-7-1)

である。これに値を代入すると

R1 =

�
1

4� 3:1416� 8:8542� 10�12

�2
�

1:6945� 10�28
�
1:6022� 10�19

�3
2� (1:0546� 10�34)2

= 2530 eV

同様にして陽電子の場合も換算質量 �2 を求めて、 Rの式 (2-7-1)に代入すればよい。

�2 =

�
1

m
+

1

m

��1
=
m

2
=

9:1093� 10�31

2
= 4:5547� 10�31 kg

である。よってこれを代入すれば

R2 =

�
1

4� 3:1416� 8:8542� 10�12

�2
�
�
4:5547� 10�31

� �
1:6022� 10�19

�3
2� (1:0546� 10�34)

2

= 6:80 eV

を得る。

y9410189 山口 貴宏 (y9410189@edu.cc.uec.ac.jp) 作成 (95/12/15)

問題 2-8. 水素原子のライマン系列 (終状態、m = 1)のスペクトルの幅 (光の観測される

エネルギーの幅)とバルマー系列 (m = 2)のスペクトルの幅の比を求めよ。 (注:比

は、エネルギーの幅の比で求めよ。)

答: 電子が、 n番目のエネルギー準位からm番目のエネルギー準位に遷移するとき

に、水素原子は

Enm = R(
1

m2
� 1

n2
) (2-8-1)

のエネルギーを持った光を放出する。ここで、 Rはリュードベリ定数である。

まず、ライマン系列について、ライマン系列は、終状態がm = 1であるから、始状

8



態は n = 2; 3; 4‥‥‥と変化することができる。
よって、光のエネルギーは、

E21 = R(
1

12
� 1

22
) = R(1� 1

4
) =

3

4
R (2-8-2)

E31 = R(
1

12
� 1

32
) = R(1� 1

9
) =

8

9
R (2-8-3)

の値をとることから、エネルギーのとりうる範囲は、

3

4
R (n = 2のとき)�E < R (n!1のとき) (2-8-4)

であることが分かる。よって、ライマン系列のスペクトルの幅は、

R� 3

4
R =

1

4
R (2-8-5)

である。また、バルマー系列 (終状態、m = 2 始状態、 n = 3; 4; 5‥‥‥)につ

いても同様に、

E32 = R(
1

22
� 1

32
) = R(

1

4
� 1

9
) =

5

36
R (2-8-6)

E42 = R(
1

22
� 1

42
) = R(

1

4
� 1

16
) =

3

16
R (2-8-7)

となるから、エネルギーのとりうる範囲は、

5

36
R (n = 2のとき)�E <

1

4
R (n!1のとき) (2-8-8)

であり、バルマー系列のスペクトルの幅は、

1

4
R� 5

36
R =

1

9
R (2-8-9)

となる。よって、ライマン系列のスペクトルの幅とバルマー系列のスペクトルの幅の

比として、
1

4
R :

1

9
R = 9 : 4 (2-8-10)

を得る。

941000B 後藤 博志 (g941000@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (99/11/15)

問題 2-9. 水素原子のバルマー系列のスペクトル (終状態, m = 2) の始状態で n = 3,4,5

の状態からの光の波長を求めよ。 また表 1.2 を用いてその光の色を決定せよ。

答: 水素原子のバルマー系列のスペクトルの公式は

1

�
= R

�
1

22
� 1

n2

�
(2-9-1)

で与えられる。 ここで R = 1:09737 � 107 m�1 はリュードベリ定数である。 した

がって光の波長,

� =

�
R

�
1

22
� 1

n2

���1
(2-9-2)

よって, (2-9-2) より n = 3 の始状態からの光の波長は,

� =

�
1:09737� 107

�
1

22
� 1

32

���1
= 6:561� 10�7 m = 0:6561 �m

9



表 1.2 よりこの光の色は赤である。同様に n = 4 の始状態からの光の波長は,

� =

�
1:09737� 107

�
1

22
� 1

42

���1
= 4:860� 10�7 m = 0:4860 �m

表 1.2 よりこの光の色は青である。同様に n = 5 の始状態からの光の波長は,

� =

�
1:09737� 107

�
1

22
� 1

52

���1
= 4:339� 10�7 m = 0:4341 �m

表 1.2 よりこの光の色は青紫である。

y9410205 Yuzri Mohd Yuso� (y9410205@edu.uec.ac.jp) 作成 (/95/12/15)

問題 3-1. 次のエルミート行列の固有値、固有ベクトルを求めよ。

(a)

0
@ 0 1

1 0

1
A (b)

0
@ 1 i

�i 1

1
A

答: (a) ������
� �1
�1 �

������ = �2 � 1 = (�+ 1)(�� 1) = 0 (3-1-1)

よって固有値は � = �1 であり、各々に対する固有ベクトルは

u1 = �

0
@ 1

1

1
A ; u2 = �

0
@ 1

�1

1
A (3-1-2)

となる。単位ベクトルに直せば以下の通り。

u1 =
1p
2

0
@ 1

1

1
A ; u2 =

1p
2

0
@ 1

�1

1
A (3-1-3)

(b)

������
�� 1 �i
i �� 1

������ = (�� 1)
2 � (�i)i = �(�� 2) = 0 (3-1-4)

故に固有値は � = 0; 2 であり、各々に対する固有ベクトルは

u1 = �

0
@ 1

i

1
A ; u2 = �

0
@ i

1

1
A (3-1-5)

となる。単位ベクトルに直せば以下の通り。

u1 =
1p
2

0
@ 1

i

1
A ; u2 =

1p
2

0
@ i

1

1
A (3-1-6)

g040496 沼田 和幸 (g040496@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/01/30)

問題 3-2. 次の演算子の固有値、固有ベクトルを求めよ。
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(a) O =
d

dx
+ x (ヒント: '(x) = ez(x) とおいてみよ)

(b) O =
d2

dx2
+

d

dx
(ヒント: '(x) = eDx とおいてみよ)

答: (a) 固有値を � 、 固有ベクトルを '(x) とすると、

O'(x) = �'(x); (3-2-1)

O を (3-2-1) に代入すると、

d'(x)

dx
+ (x� �)'(x) = 0: (3-2-2)

ヒントから '(x) = ez(x) とおき、これを (3-2-2) に代入すると、

z
0

(x)ez(x) + (x� �)ez(x) = 0;

z
0

(x) = �x+ �;

z(x) = �x
2

2
+ �x+ C

0

; (C
0

は任意定数)

したがって

'(x) = Ce�x
2
=2+�x (3-2-3)

を得る (C は任意定数)。 � は任意の数であるから、固有値、固有関数の組が無数に

ある。

(b) (a)と同様にして O を (3-2-1) に代入すると、

�
d2

dx2
+

d

dx
� �

�
'(x) = 0: (3-2-4)

ヒントから '(x) = eDx とおき、これを (3-2-4) に代入して、

D2 +D � � = 0

D =
�1�

p
1 + 4�

2

したがって、

' = C1e
(�1�

p
1+4�)x=2 + C2e

(�1+
p
1+4�)x=2: (3-2-5)

を得る (C1; C2 は任意定数)。

y9410189 山口 貴宏 (y9410189@edu.cc.uec.ac.jp) 作成 (95/12/25)

問題 3-3. 井戸型ポテンシャル (3.15) の値が 0 になる x の範囲を jxj < a=2 から、

0 < x < a にしたときの固有値、固有関数を求めよ。

答: まず x > aまたは x < 0の部分では、ポテンシャルが無限大なので電子は存在

しないと考えて良い。次に 0 � x � a の部分について、 U(x) = 0よりハミルトニ

アンは、

H = � �h2

2m

d2

dx2
(3-3-1)
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であるから、シュレーディンガー方程式は、�
� �h2

2m

d2

dx2
� E

�
'(x) = 0 (3-3-2)

となり、ここで、

k =

r
2mE

�h2
(3-3-3)

とおくと、 (3-3-2)は、 �
d2

dx2
+ k2

�
'(x) = 0 (3-3-4)

となる。この式の一般解は、

'(x) = C1e
ikx + C2e

�ikx; (C1; C2は任意定数) (3-3-5)

である。ここで境界条件、

'(0) = 0; '(a) = 0 (3-3-6)

より、 0
@ 1 1

eika e�ika

1
A
0
@ C1

C2

1
A =

0
@ 0

0

1
A (3-3-7)

という連立方程式が得られる。この連立方程式が C1 = C2 = 0 以外の解を持つため

には、 ������
1 1

eika e�ika

������ = e�ika � eika = �2i sin(ka) = 0 (3-3-8)

でなければいけない。したがって、波数 k は、

kna = n�; (n = 1; 2; � � �) (3-3-9)

となる。この kn の値を (3-3-3に代入すると、エネルギー固有値 En として、

En =
�h2

2m

�2

a2
n2; (n = 1; 2; � � �) (3-3-10)

を得る。次に、 (3-3-9) を (3-3-7) に代入すると、

C1 + C2 = 0; すなわちC1 : C2 = 1 : �1 (3-3-11)

である事がわかる。この関係を (3-3-5) に適用すると、

'n(x) = C0feiknx � e�iknxg = C sin(knx) (3-3-12)

という固有関数が求まる。ここで規格化条件、Z 1

�1
j'n(x)j2dx = 1 (3-3-13)

を考慮に入れて規格化を行うと、Z 1

�1
j'n(x)j2dx = C2

Z
a

0

sin2(knx)dx =
C2a

2
= 1 (3-3-14)

であるから、 C =
p
2=a である。よって、規格化された波動関数は、

'n(x) =

r
2

a
sin(knx) (3-3-15)

となる。

g940455 浜地慎一郎 (g940455@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (99/11/30)
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問題 3-4. 井戸型ポテンシャルの固有関数 �n(x)(3.30)で内積< �nj�m >が以下の関係
式を満たすことを示せ。

< 'nj'm >=

Z
a=2

�a=2
'�
n
(x)'m(x)dx = �mn

ここで �mn は、 nとmが同じ場合１で、異なる場合０を与える関数

�mn =

(
1 (n = m)

0 (n 6= m)

でクロネッカーのデルタと呼ぶ。

答: (3.30)より、

'n =

8<
:
q

2
a
sin knx (n = 2; 4; 6; � � � � � �)q

2
a
cos knx (n = 1; 3; 5; � � � � � �)

(3-4-1)

kn =
n�

a
(3-4-2)

である。ここで (i)(a)n = mで nが偶数のとき、

(左辺) =
2

a

Z
a=2

�a=2
sin2 knxdx

=
2

a

Z
a=2

�a=2

1� cos 2knx

2
dx

=
1

a

�
x� sin 2knx

2kn

�a=2
�a=2

=
1

2
� sin akn

2akn
+

1

2
+

sin(�akn)
2akn

= 1� sinn�

n�
= 1 (3-4-3)

(b)n = mで nが奇数のとき、

(左辺) =
2

a

Z
a=2

�a=2
cos2 knxdx

=
2

a

Z a=2

�a=2

1 + cos 2knx

2
dx

=
1

a

�
x+

sin 2knx

2kn

�a=2
�a=2

=
1

2
+

sin akn
2akn

+
1

2
� sin(�akn)

2akn
= 1 (3-4-4)

また、 (ii)(a)n 6= m で n、mともに偶数のとき、

(左辺) =
2

a

Z
a=2

�a=2
sin knx sin kmxdx

= �1

a

Z a=2

�a=2
fcos(kn + km)x� cos(kn � km)xgdx

13



= �1

a

Z
a=2

�a=2
fcos (n+m)�

a
x� cos

(n�m)�

a
xgdx

= �1

a

�
a

(n+m)�
sin

(n+m)�

a
x� a

(n�m)�
sin

(n�m)�

a
x

�a=2
�a=2

= �2

a
f a

(n+m)�
sin

(n+m)�

2
� a

(n�m)�
sin

(n�m)�

2
g (3-4-5)

ここで、 n、mが偶数より、 n+m、n�mも偶数であるから (n+m)�

2
、 (n�m)�

2
は

�の整数倍となり、 sin (n+m)�

2
= sin (n�m)�

2
= 0より左辺は０である。

(b)n 6= m で n、mともに奇数のとき、

(左辺) =
2

a

Z
a=2

�a=2
cos knx cos kmxdx

=
1

a

Z
a=2

�a=2
fcos(kn + km)x+ cos(kn � km)xgdx

=
1

a

Z a=2

�a=2
fcos (n+m)�

a
x+ cos

(n�m)�

a
xgdx

=
1

a

�
a

(n+m)�
sin

(n+m)�

a
x+

a

(n�m)�
sin

(n�m)�

a
x

�a=2
�a=2

=
2

a
f a

(n+m)�
sin

(n+m)�

2
+

a

(n�m)�
sin

(n�m)�

2
g (3-4-6)

ここで、 n、mが奇数より、 n+m、n�mは偶数であるから (n+m)�

2
、 (n�m)�

2
は

�の整数倍となり、 sin (n+m)�

2
= sin (n�m)�

2
= 0より左辺は０である。

(c)n 6= m で n、mの偶奇が一致しないとき、左辺は cosと sinの積の積分となる。

偶関数と奇関数の積より、左辺は奇関数の積分となる。積分区間が原点について対称

であるから、左辺の積分を実行すると０を得る。

よって (i)(ii)より題意は示された。

941000B 後藤 博志 (g941000@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (99/11/8)

問題 3-5. 一般に演算子Oの異なる固有値 En, Em に対応する固有関数 'n(x); 'm(x)

は内積が直交することを示せ。

答: En, Em は O の固有値である事より

O'n(x) = En'n(x)

O'm(x) = Em'n(x)

これを、物理量O, O� の期待値を求める式：

Omn =

Z 1

�1
'm(x)

�O'n(x)dx

O�nm =

Z 1

�1
('n(x)

�O'm(x))� dx

に代入して２式の差をとり、

Omn �O�nm =

Z 1

�1

�
('m(x)

�En'n(x))� ('n(x)
�Em'm(x))

�	
dx

= (En � Em)

Z 1

�1
'm(x)

�'n(x)dx

= (En � Em) < 'mj'n > (3-5-1)
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ここで、一般に物理量は観測可能な実数なのでOはエルミート演算子である。故に

Omn = O�nm (3-5-2)

が成り立つ。従って Em 6= En より m 6= n のとき

< 'mj'n >= 0 (3-5-3)

が成立する。又、 m = n のときは波動関数の規格化なので内積は１となる。

g040496 沼田 和幸 (g040496@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (00/12/06)

問題 3-6. 以下の演算子の井戸型ボテンシャルの固有関数 'n(x)(3.30)での期待値を求め

よ。

(a) x2 (b) p2 (c) y (xと直角方向)

答: (3.30)は以下の通り。

'n(x) =

8>><
>>:

r
2

a
cos(knx); (n = 1,3,5,� � �)r

2

a
sin(knx); (n = 2,4,6,� � �)

(3-6-1)

kn は (3.23)より kna = n� .

∴ sin(kna) = 0; cos(kna) = (�1)n (3-6-2)

(a) x2 の期待値O = x2 は、 nが奇数のとき

O =

Z a

2

� a

2

'n(x)
�x2'n(x)dx

=

Z a

2

� a

2

r
2

a
cos(knx)

�x2
r

2

a
cos(knx)dx

=
2

a

Z a

2

� a

2

x2 cos2(knx)dx

=
1

a

Z a

2

� a

2

x2 f1 + cos(2knx)g dx

=
1

a

Z a

2

� a

2

x2dx+
1

a

Z a

2

� a

2

x2 cos(2knx)dx

=
1

a

�
1

3
x3
� a
2

� a

2

+
1

a

(�
1

2kn
x2 sin(2knx)

� a
2

� a

2

� 1

2kn

Z a

2

� a

2

2x sin(2knx)dx

)

=
a2

12
� 1

kna

Z a

2

� a

2

x sin(2knx)dx

=
a2

12
� 1

kna

(�
� 1

2kn
x cos(2knx)

�a
2

� a

2

+
1

2kn

Z a

2

� a

2

cos(2knx)dx

)

=
a2

12
+

1

k2na

�
�a
2

�
� 1

2k2na

�
1

2kn
sin(2knx)

� a
2

� a

2

= a2
�
1

12
� 1

2k2na
2

�

= a2
�
1

12
� 1

2n2�2

�
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となる。偶数のときは下線部の計算が奇数のときと全く同じで、

O =

Z a

2

� a

2

'n(x)
�x2'n(x)dx

=

Z a

2

� a

2

r
2

a
sin(knx)

�x2
r

2

a
sin(knx)dx

=
2

a

Z a

2

� a

2

x2 sin2(knx)dx

=
1

a

Z a

2

� a

2

x2 f1� cos(2knx)g dx

= � � �

=
a2

12
� 1

k2
n
a

�a
2

�
� 1

2k2
n
a

�
1

2kn
sin(2knx)

� a
2

� a

2

= a2
�
1

12
� 1

2k2
n
a2

�

= a2
�
1

12
� 1

2n2�2

�

よって、 nの奇偶に依らず x2 の期待値は a2
�
1

12
� 1

2n2�2

�
となる。

(b) p2 の演算子Oは O =

�
�i�h d

dx

�2
と書けて、 nが奇数のとき

O =

Z a

2

� a

2

'n(x)
�O'n(x)dx

=

Z a

2

� a

2

r
2

a
cos(knx)

�
�
�i�h d

dx

�2r
2

a
cos(knx)dx

=
2�h2k2

n

a

Z a

2

� a

2

cos2(knx)dx

=
�h2k2n
a

Z a

2

� a

2

f1 + cos(2knx)g dx

=
�h2k2n
a

�
x+

1

2kn
sin(2knx)

�a
2

� a

2

= �h2k2n

=
�h2n2�2

a2

偶数のときも同様に、

O =

Z a

2

� a

2

r
2

a
sin(knx)

�
�
�i�h d

dx

�2r
2

a
sin(knx)dx

=
2�h2k2

n

a

Z a

2

� a

2

sin2(knx)dx

=
�h2k2n
a

Z a

2

� a

2

f1� cos(2knx)g dx

=
�h2k2n
a

�
x� 1

2kn
sin(2knx)

� a
2

� a

2
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=
�h2n2�2

a2

よって、 nの奇偶に依らず p2 の期待値は
�h2n2�2

a2
となる。

(c) yは xと直交しているので、 xで積分する場合には定数と見なせる。

'n(x)は既に規格化されているので、 yの期待値をOとして

O =

Z a

2

� a

2

'n(x)
�y'n(x)dx

= y

Z a

2

� a

2

'n(x)
�'n(x)dx

= y � 1
= y

である。よって yの期待値は y。

g040496 沼田 和幸 (g040496@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/01/29)

問題 3-7. (3:30)に示した井戸型ポテンシャルの固有関数 'n(x)に対し、Oの行列< 'njOj'n+1 >
を計算せよ。

(a) x (b) x2 (c) d

dx

答:

(a) O = xのとき

< 'njOj'n+1 >=
Z a

2

�a

2

'n(x)x'n+1(x)dx

1. nが偶数のとき

< 'njOj'n+1 > =

Z a

2

�a

2

r
2

a
sin (knx)x

r
2

a
cos (kn+1x)dx

=
2

a

Z a

2

� a

2

sin (knx)x cos (kn+1x)dx

=
1

a

Z a

2

� a

2

x (sin (kn + kn+1)x+ sin (kn � kn+1)x) dx

=
1

a

Z a

2

� a

2

x

�
sin

(2n+ 1)�

a
x+ sin (��

a
)x

�
dx(3-7-1)

( kn =
n�

a
を代入した)

ここで Z
x sin qxdx = x(�1

q
cos qx) +

1

q

Z
cos qxdx+ C

= �x
q
cos qx+

1

q2
sin qx+ C 0
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であるから

< 'njOj'n+1 > =
2a

�2
f 1

(2n+ 1)2
sin (n+

1

2
)� � 1g

=
2a

�2
f 1

(2n+ 1)2
� 1g

= � 8n(n+ 1)

(2n+ 1)2�2
a (3-7-2)

2. nが奇数のとき

< 'njOj'n+1 > =

Z a

2

� a

2

r
2

a
cos (knx)x

r
2

a
sin (kn+1x)dx

=
1

a

Z a

2

�a

2

x

�
sin

(2n+ 1)�

a
x+ sin (

�

a
)x

�
dx(3-7-3)

=
2a

�2
f� 1

(2n+ 1)2
sin (n+

1

2
)� + 1g

=
8n(n+ 1)

(2n+ 1)2�2
a (3-7-4)

以上 (2)(4)をひとつの式にして

< 'njOj'n+1 >=
(�1)n+18n(n+ 1)

(2n+ 1)2�2
a

(b) O = x2のとき

< 'njOj'n+1 >=
Z a

2

� a

2

'n(x)x
2'n+1(x)dx

(a)(1)(3)までの同様の計算により

1. nが偶数のとき

< 'njOj'n+1 >=
1

a

Z a

2

� a

2

x2fsin (2n+ 1)�

a
x+ sin (��

a
)xgdx

2. nが奇数のとき

< 'njOj'n+1 >=
1

a

Z a

2

� a

2

x2fsin (2n+ 1)�

a
x+ sin

�

a
xgdx

1; 2ともに奇関数の積分であるため

< 'njOj'n+1 >= 0
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(c) O =
d

dx
のとき

1. nが偶数のとき

< 'njOj'n+1 > =

Z a

2

�a

2

r
2

a
sin (knx)

d

dx

r
2

a
cos (kn+1x)dx

=
2

a

Z a

2

� a

2

sin (knx)(�kn+1 sin (kn+1x))dx

= �1

a
kn+1

Z a

2

� a

2

cos(kn � kn+1)x� cos(kn + kn+1)xdx

= �2

a
kn+1

�
1

kn � kn+1
sin (kn � kn+1)

a

2
� 1

kn + kn+1
sin (kn + kn+1)

a

2

�

よって kn =
n�

a
を代入して

< 'njOj'n+1 >= �
4n(n+ 1)

(2n+ 1)a
(3-7-5)

2. nが奇数のとき

< 'njOj'n+1 > =

Z a

2

�a

2

r
2

a
cos (knx)

d

dx

r
2

a
sin (kn+1x)dx

=
2

a

Z a

2

� a

2

cos (knx)(kn+1 cos (kn+1x))dx

=
1

a
kn+1

Z a

2

�a

2

cos(kn + kn+1)x+ cos(kn � kn+1)xdx

=
2

a
kn+1

�
1

kn + kn+1
sin (kn + kn+1)

a

2
+

1

kn � kn+1
sin (kn � kn+1)

a

2

�

よって kn =
n�

a
を代入して

< 'njOj'n+1 >=
4n(n+ 1)

(2n+ 1)a
(3-7-6)

以上 (5)(6)をひとつの式にして

< 'njOj'n+1 >=
(�1)n+14n(n+ 1)

(2n+ 1)a

g240916 高城重宏 (g240916@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (/02/10/10)

問題 3-8. 光が吸収したり放出したりする場合，始状態 'n(x) と 終状態 'm(x) の間で，

行列 < 'njxj'm > が 0 にならないことが条件である (これを双極子遷移という)。

全ての固有関数が奇関数か偶関数のどちらかである時，始状態と終状態の間にはどの

ような関係がなければならないか?

答: 行列ではさむ x が奇関数であるから、全ての固有関数が奇関数か偶関数のどちら

かである場合には

< 'njxj'm >=

Z
'n(x)x'm(x)dx
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の被積分関数 'n(x)x'm(x)も奇関数か偶関数である。この積分が 0 にならないた
めには、被積分関数が偶関数でなければならない。 (もし奇関数であれば、 x > 0の

積分と x < 0 の積分が打ち消されるからである。)従って、全体が偶関数あるために

は、

始状態が奇関数なら 終状態は偶関数

始状態が偶関数なら 終状態は奇関数

であることが必要である。 ('n(x)x'm(x) で、奇 x 奇 x 偶 = 偶, 偶 x 奇 x 奇

=偶 の関係を用いた。)

rsaito 齋藤 理一郎 (rsaito@ee.uec.ac.jp) 作成 (97/06/11)

問題 4-1. 次のポテンシャルエネルギー U(x) (図１参照）

U(x) =

8>><
>>:
1 (x < 0)

�V0 (0 < x < a)

0 (a < x)

の束縛されたエネルギー (E < 0)を求めよ。

答: シュレディンガー方程式は、

H'(x) = E'(x) (4-1-1)

である。ここで、

H =
p2x
2m

+ U(x) (4-1-2)

px = �i�h
d

dx
(4-1-3)

であるから、 (4� 1� 1)式は、�
� �h2

2m

d2

dx2
� (E � U(x))

�
'(x) = 0 (4-1-4)

となる。これより井戸に束縛されたエネルギー (E < 0)を求める。

0 < x < a のときのシュレディンガー方程式は、�
d2

dx2
+ k2

�
'(x) = 0 (4-1-5)

k =

s
2m(V0 + E)

�h2
(4-1-6)

(4� 1� 5) 式を解くと、

'(x) = C1e
ikx + C2e

�ikx (4-1-7)

となる (C1 , C2 は任意定数)。

ここで境界条件 '(0) = 0 より、 C1 = �C2 。 これより、

'(x) = C1e
ikx � C1e�ikx

= 2iC1 sin(kx)

= A sin(kx)

(4-1-8)
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となる (A = 2iC1) 。

次に a < x のときのシュレディンガー方程式は、�
d2

dx2
� �2

�
'(x) = 0 (4-1-9)

� =

s
2m(�E)

�h2
(4-1-10)

(4� 1� 9)式を解くと、

'(x) = C3e
�x + C4e

��x (4-1-11)

となる ( C3 , C4 は任意定数)。

ここで境界条件 '(1) = 0 より、 C3 = 0 。 これより、

'(x) = Be��x (4-1-12)

となる (B = C4)。

また、 x = a のとき '(a) および '0(a) は連続であるから、

'(x)

'0(x)
= k�1 tan(ka) (0 < x < a) (4-1-13)

'(x)

'0(x)
= ���1 (x > a) (4-1-14)

これより、 tan(ka) = �k
�
が得られる。

f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (96/02/19)

問題 4-2. 図１のポテンシャルで E > 0の固有関数の形を求めよ。ただし、規格化はし

なくてよい。

答: シュレディンガー方程式は、�
� �h2

2m

d2

dx2
� (E � U(x))

�
'(x) = 0 (4-2-1)

であるから、固有関数は次のようになる。

x < 0のときは電子は存在しないと考える。 0 < x < aのときのシュレディンガー

方程式は、 �
d2

dx2
+ k2

�
'(x) = 0 (4-2-2)

k =

s
2m(V0 +E)

�h2
(4-2-3)

これを解き、

'(x) = C1e
ikx + C2e

�ikx (4-2-4)

となる（C1; C2 は任意定数）。ここで境界条件 '(0) = 0より、 C1 = �C2。これよ
り、

'(x) = C1e
ikx � C1e�ikx

= 2iC1 sin(kx)

= A sin(kx) (4-2-5)
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となる（A = 2iC1）。
a < xのときのシュレディンガー方程式は、�

d2

dx2
+ q2

�
'(x) = 0 (4-2-6)

q =

r
2mE

�h2
(4-2-7)

これを解き、

'(x) = C3e
iqx + C4e

�iqx (4-2-8)

となる（C3; C4 は任意定数）。また、 x = aのとき '(x)および '0(x)は連続であ

るから、

A sin(ka) = C3e
iqa + C4e

�iqa (4-2-9)

kA cos(ka) = iqC3e
iqa � iqC4e�iqa (4-2-10)

この２式より、

C3 =
fiq sin(ka) + k cos(ka)g e�iqa

2iq
A (4-2-11)

C4 =
fiq sin(ka)� k cos(ka)g eiqa

2iq
A (4-2-12)

が得られる。これより固有関数は 0 < x < aのとき、

'(x) = A sin(kx) (4-2-13)

a < xのとき、

'(x) =
fiq sin(ka) + k cos(ka)g e�iqa

2iq
Aeiqx

+
fiq sin(ka)� k cos(ka)g eiqa

2iq
Ae�iqx (4-2-14)

となる。

g140828 武川 純 (g140828@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 4-3. １と２の問題の結果は有限の井戸の深さの量子井戸のポテンシャル（4.1）と

簡単な関係がある。この関係を説明せよ。

答: 問題 4.1と 4.2はともにポテンシャルが（4.1）のポテンシャルの x < 0の部分

が1となったものである。ここで問題 4.1と 4.2の波動関数は '(0) = 0という境界

条件を持つ。このことから（4.1）のポテンシャルのもとで求めた波動関数 '(x)の

うち '(0) = 0をみたすものが、問題 4.1と 4.2の波動関数となる。

g140828 武川 純 (g140828@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 4-4. x = aにおいて波動関数の値 '(x)とその微分係数 '0(x)が連続であるとして

問題を解いたが、波動関数の対数の微分 (log'(x))0 = '0(x)='(x)が連続であると

して問題を解いても同じ結果を得る。この方法だと、条件の式が少なくなるようであ

るが、同じ答えを得ることを有限の井戸の深さの量子井戸のポテンシャル (4.1)で示

せ (答えを最後まで求める必要はない)。

答: (4.5),(4,6),(4,8),(4,9)式から、

'1(x) = C1e
(�x) (4-4-1)

'2(x) = C5e
(ikx) + C6e

( � ikx) (4-4-2)

'3(x) = C4e
��x (4-4-3)
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よって、

'01(x) = �C1e�x (4-4-4)

'02(x) = ik(C5e
ikx � C6e�ikx) (4-4-5)

'03(x) = ��C4e��x (4-4-6)

ここで (log'(x))0 = '0(x)='(x)が連続であるから、

'01(�a)
'1(�a)

=
'02(�a)
'2(�a)

;
'03(a)

'3(a)
=
'02(a)

'2(a)
(4-4-7)

すなわち、

� =
ik(C5e

�ika � C6eika)
C5e�ika + C6eika

; �� = ik(C5e
ika � C6e�ika)

C5eika + C6e�ika8<
: �(C5e

�ika + C6e
ika) = ik(C5e

�ika � C6eika)
��(C5eika + C6e

�ika) = ik(C5e
ika � C6e�ika)

(4-4-8)

ここで
C6
C5

= Aとおくと、 (4-4-8)は、

8<
: �(e�ika + Aeika) = ik(e�ika � Aeika)
��(eika +Ae�ika) = ik(eika � Ae�ika)8<

: �(e�2ika + A) = ik(e�2ika �A)
��(e2ika +A) = ik(e2ika � A)8<

: (�+ ik)A = ��e�2ika + ike�2ika

(��+ ik)A = �e2ika + ike2ika
(4-4-9)

(4-4-9)の上の式の左辺と下の式の右辺、上の式の右辺と下の式の左辺をかけ合わせ

ることによって、

(�+ ik)(�e2ika + ike�2ika) = (��+ ik)(��e(�2ika) + ike�2ika) (4-4-10)

これを展開・整理すると、

�2(e2ika � e�2ika) + 2ik�(e2ika + e�2ika)� k2(e2ika � e�2ika) = 0 (4-4-11)

�2i sin (ka) + 4ik� cos (ka)� k2 sin (ka) = 0

(�2 � k2) tan (2ka) + 2k� = 0 (4-4-12)

ここで、

tan 2� =
sin 2�

cos 2�

=
2 sin � cos �

cos �2 � sin �2

=
2

(tan �)�1 � tan �

=
2 tan �

1� tan �2
(4-4-13)
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であるから (4-4-12)は、

(�2 � k2) 2 tan (ka)

1� tan(ka)
2
+ 2k� = 0

tan (ka)
2 � �2 � k2

k�
� 1 = 0

(tan ka+
�

k
)(tan ka� k

�
) = 0 (4-4-14)

したがって、

tan (ka) = �k
�
または +

�

k
(4-4-15)

g240423 佐藤信裕 (g240423@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (02/11/20)

問題 4-5. 次のポテンシャルエネルギー U(x) (図２参照）

U(x) =

8>><
>>:

V1 (x < 0)

�V0 (0 < x < a)

0 (a < x)

の離散的固有値を求める式の形を示せ。

答: シュレディンガー方程式は、�
� �h2

2m

d2

dx2
� (E � U(x))

�
'(x) = 0 (4-5-1)

であるから、波動関数 '(x) は次のようになる。

x < 0 のときのシュレディンガー方程式は、�
d2

dx2
� �21

�
'(x) = 0 (4-5-2)

�1 =

s
2m(V1 �E)

�h2
(4-5-3)

(4� 5� 2)式を解くと、

'(x) = B1e
�1x +B2e

��1x (4-5-4)

となる ( B1 , B2 は任意定数)。

ここで境界条件 '(�1) = 0 より、 B2 = 0 。 これより、

'(x) = C1e
�1x (4-5-5)

となる (C1 = B1)。

0 < x < a のときのシュレディンガー方程式は、�
d2

dx2
+ k2

�
'(x) = 0 (4-5-6)

k =

s
2m(V0 + E)

�h2
(4-5-7)
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(4� 5� 6) 式を解くと、

'(x) = C2e
ikx + C3e

�ikx (4-5-8)

となる (C2 , C3 は任意定数)。

最後に a < x のときのシュレディンガー方程式は、�
d2

dx2
� �2

�
'(x) = 0 (4-5-9)

� =

s
2m(�E)

�h2
(4-5-10)

(4� 5� 9)式を解くと、

'(x) = B3e
�x +B4e

��x (4-5-11)

となる ( C3 , C4 は任意定数)。

ここで境界条件 '(1) = 0 より、 B3 = 0 。 これより、

'(x) = C4e
��x (4-5-12)

となる (B4 = C4)。

また、 x = 0 のとき '(0) および '0(0) は連続であるから、

'(x)

'0(x)

����
x=0

= ��11 (x < 0) (4-5-13)

'(x)

'0(x)

����
x=0

=
1 +A

ik(1�A) (0 < x < a) (4-5-14)

となり ( C3=C2 = A )、

�1 = ik
1�A
1 +A

(4-5-15)

が得られる。

同じく、 x = a のとき '(a) および '0(a)は連続であるから、

'(x)

'0(x)

����
x=a

=
eika + Ae�ika

ik(eika � Ae�ika) (0 < x < a) (4-5-16)

'(x)

'0(x)

����
x=a

= ���1 (x > a) (4-5-17)

となり ( C3=C2 = A )、

�� = ik
eika �Ae�ika
eika +Ae�ika

(4-5-18)

が得られる。これより、

�

k
= ��1 � k tan(ka)

k + �1 tan(ka)
(4-5-19)

が得られる。

f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (96/02/23)
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問題 4-6. 次のポテンシャルエネルギー U(x) (図３参照）

U(x) =

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

1 (x < �b)
�V0 (�b < x < �a)
0 (�a < x < a)

�V0 (a < x < b)

1 (b < x)

の固有値を求める式の形を示せ。

答:

1. �b < x < �aのとき図３のグラフを x方向に b平行移動させると（x ! x �
b）、 U(x) = �V0となるxの範囲は0 < x < b�aとなる。このときシュレディ
ンガー方程式は �

� �h2

2m

d2

dx2
� (E + V0)

�
'(x) = 0 (4-6-1)

よって �
d2

dx2
+ k2

�
'(x) = 0 (4-6-2)

k =

s
2m(V0 + E)

�h2
(4-6-3)

これを解くと、

'(x) = C 01e
ikx + C02e

�ikx (4-6-4)

となる。

ここで x = 0での境界条件より

'(0) = C01 + C02 = 0 (4-6-5)

したがって

'(x) = C 01(e
ikx � e�ikx) = 2C01i sin kx = C1 sin kx (4-6-6)

ここで平行移動したグラフを元に戻して（x! x+ b）

'(x) = C1 sin k(x+ b) (4-6-7)

2. �a < x < aのときシュレディンガー方程式は�
� �h2

2m

d2

dx2
�E

�
'(x) = 0 (4-6-8)

よって �
d2

dx2
� �21

�
'(x) = 0 (4-6-9)

� =

s
2m(�E)

�h2
(4-6-10)

これより

'(x) = C2e
�x + C3e

��x (4-6-11)
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3. a < x < bのとき

図３のグラフを x方向に -b平行移動させると（x! x+b）、 U(x) = �V0となるxの範囲はa�
b < x < 0となる。�b < x < �aのときと同様にシュレディンガー方程式より

'(x) = C4 sin kx (4-6-12)

ここで平行移動したグラフを元に戻して（x! x� b）

'(x) = C4 sin k(x� b) (4-6-13)

以上から

'(x) =

8>><
>>:

C1 sin k(x+ b) (�b < x < �a)
C2e

�x + C3e
��x (�a < x < a)

C4 sin k(x� b) (a < x < b)

(�b < x < �a)において
'(x)

'0(x)
=

sin k(x+ b)

k cos k(x+ b)
(4-6-14)

(�a < x < a)において

'(x)

'0(x)
=

C2e
�x + C3e

��x

�(C2e�x � C3e��x)
(4-6-15)

(a < x < b)において
'(x)

'0(x)
=

sin k(x� b)
k cos k(x� b) (4-6-16)

ここで x = �a; x = aのとき'(x)および'0(x)は連続であるから

'(x)

'0(x)

����
x=�a

=
sin k(b� a)
k cos k(b� a) =

C2e
��a + C3e

�a

�(C2e��a � C3e�a)
(4-6-17)

'(x)

'0(x)

����
x=a

=
sin k(a� b)
k cos k(a� b) =

C2e
�a + C3e

��a

�(C2e�a � C3e��a)
(4-6-18)

この二式の関係より

C2e
��a + C3e

�a

�(C2e��a � C3e�a)
= � C2e

�a + C3e
��a

�(C2e�a � C3e��a)
(4-6-19)

よって

(C2 � C3)(C2 + C3) = 0 (4-6-20)

A C2 = C3 のとき (4-6-17)より

sin k(b� a)
k cos k(b� a) = �

cos�a

� sin�a
(4-6-21)

�

k
= � 1

tan k(b� a) tan�a (4-6-22)

これを固有値を与える式とする。

B C2 + C3 = 0のとき (4-6-18)より
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sin k(b� a)
k cos k(b� a) = �

sin�a

� cos�a
(4-6-23)

�

k
= � tan�a

tan k(b� a) (4-6-24)

これを固有値を与える式とする。

240916J 高城 重宏 (g240916@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (/02/10/10,/02/12/02

modi�ed)

問題 5-1. フーリエ変換 a(k)を求めよ。また逆フーリエ変換をして、もとの f(x)になっ

ていることを確認せよ。

(a) f(x) = e�bjxj; (b) f(x) = e�bx
2

; (c) f(x) =

8<
: 1 (jxj < a=2)

0 (jxj � a=2)

答: (a) フーリエ変換 a(k) は、

a(k) =

Z 1

�1
e�bj�je�ik�d�

=

Z 0

�1
e(b�ik)�d� +

Z 1

0

e�(b+ik)�d�

=

�
1

b� ik e
(b�ik)�

�0
�1

+

�
� 1

b+ ik
e�(b+ik)�

�1
0

=
1

b� ik +
1

b+ ik

=
2b

b2 + k2

(5-1-1)

次に逆フーリエ変換 f(x) を、留数の定理を用いて行なう。

a(k) =
2b

b2 + k2
(5-1-2)

の極は z = ib と �ib にある。
x > 0 のとき、

f(x) = 2�i
1

2�

�
2b(z � ib)

(z � ib)(z + ib)
eixz

�
z=ib

= e�bx (5-1-3)

x < 0 のとき、

f(x) = �2�i 1
2�

�
2b(z + ib)

(z � ib)(z + ib)
eixz

�
z=�ib

= ebx (5-1-4)

となる。よって、

f(x) = e�bjxj (5-1-5)

となる。
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(b) フーリエ変換 a(k) を微分すると、

d

dk
a(k) =

Z 1

�1
f(�)(�i�)e�ik�d�

=
i

2b

Z 1

�1

�
d

d�
e�b�

2

�
e�ik�d�

=
i

2b

�h
e�b�

2

e�ik�
i1
�1

+ ik

Z 1

�1
e�b�

2

e�ik�d�

�

= � k

2b

Z 1

�1
e�k�

2

e�ik�d�

= � k

2b
a(k)

(5-1-6)

となる。これより、

d

dk
a(k) +

k

2b
a(k) = 0 (5-1-7)

となる。この微分方程式を解と、

a(k) = Ce�k
2
=4b (5-1-8)

となる ( C は任意定数)。ここで、Z 1

�1
e�b�

2

d� =

r
�

b
(5-1-9)

より、 k = 0 のとき、 C =

r
�

b
を得る。ゆえに、

a(k) =

Z 1

�1
e�b�

2

e�ik�d� =

r
�

b
e�k

2
=4b (5-1-10)

となる。

次に、フーリエ逆変換 f(x) を行なう。 f(x) を微分すると、

d

dx
f(x) =

1

2�

Z 1

�1
a(k)(ik)eikxdk

= �i
r
b

�

Z 1

�1

�
d

dk
e�k

2
=4b

�
eikxdk

= �i
r
b

�

�h
e�k

2
=4beikx

i1
�1

� ix
Z 1

�1
e�k

2
=4beikxdk

�

= �2bx 1

2�

r
�

b

Z 1

�1
e�k

2
=4beikxdk

= �2bxf(x)

(5-1-11)

となり、この微分方程式を解くと、

f(x) = Ae�bx
2

(5-1-12)

を得る ( A は任意定数)。ここで、

f(0) =
1

2�

r
�

b
e�k

2
=4bdk

=
1

2�

r
�

b

p
4�b

= 1

(5-1-13)
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であるから、 x = 0 のとき、 A = 1 を得る。ゆえに、

f(x) = e�bx
2

(5-1-14)

となる。

(c) フーリエ変換 a(k) は、

a(k) =

Z 1

�1
f(�)e�ik�d�

=

Z
a=2

�a=2
e�ik�d�

=

�
� 1

ik
e�ik�

�a=2
�a=2

=
2

k

�
eika=2 � e�ika=2

2i

�

=
2

k
sin

�
ka

2

�

(5-1-15)

となる。次に、逆フーリエ変換 f(x) は、

f(x) =
1

�

Z 1

�1

1

k
sin

�
ka

2

�
(cos kx+ i sin kx)dk (5-1-16)

で表される。ここで、 a(k) は偶関数であるから、 (5� 1� 16)式の sin kxの項にお

ける積分は、 0 になる。ゆえに、

f(x) =
1

�

Z 1

�1

1

k
sin

�
ka

2

�
cos kxdk

=
2

�

Z 1

�1

1

k

n
sin
�a
2
+ x
�
k + sin

�a
2
� x
�
k
o
dk

=

8<
: 1 (jxj < a=2)

0 (jxj � a=2)

(5-1-17)

となる。

f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (96/02/20,/02/12/02 modi-

�ed)

問題 5-2. デルタ関数に関して次の式を示せ

答: (a) �(ax� b) = 1
a
�
�
x� b

a

�
R1
�1 f(x)�(ax� b)dx = 1

a

R1
�1 f(x=a)�(x� b)dx

= 1
a

R1
�1 f(b=a)�(x)dx

=
R1
�1 f(x) 1

a
�
�
x� b

a

�
(b) �(x2 � a2) = 1

2a
f�(x� a) + �(x+ a)gR1

�1 f(x)�(x2 � a2)dx =
R 0
�1 f(x)�(x2 � a2)dx+

R1
0
f(x)�(x2 � a2)dx

= 1
2a

nR 0
�1 f(x)�(x+ a)dx+

R1
0
f(x)�(x� a)dx

o
= 1

2a

nR 0
�1 f(�a)�(x)dx+

R1
0
f(a)�(x)dx

o
= 1

2a
ff(�a) + f(a)g

= 1
2a

nR1
�1 f(x)�(x+ a)dx+

R1
�1 f(x)�(x� a)dx

o
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(c)
R1
�1 x�(x)dx = 0

f(x) = xと考えると、

Z 1

�1
f(x)�(x)dx = 0

(d) �(�x) = �(x)R1
�1 f(x)�(x� x0) = f(x0)を用いて考えると、

R1
�1 f(x)�(�x)dx =

R1
�1 f(0)�(�x)dx

= f(0)

=
R1
�1 f(x)�(x)dx

(e)
R1
�1 f(x) d

dx
�(x)dx = �f 0(x)

R1
�1 f(x) d

dx
�(x)dx = [f(x)�(x)]1�1 �

R1
�1 f 0(x)�(x)dx

= f(x) f�(1)� �(�1)g �
R1
�1 f 0(x)�(x)dx

= 0�
R1
�1 f 0(x)�(x)dx

= �f 0(0)

f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (97/01/18)

問題 5-3. '(x) = ��1=4e�x
2
=2 に対し、教科書 (5.19), (5.20)の�x;�pを計算せよ。

答:

問題を解くために、次の積分公式を証明しておく。

I(a) =

Z 1

�1
e
�ax2dx =

r
�

a
(5-3-1)

(証明）偶関数であることなどを用いて,

I(a) = 2

Z 1

0

e
�ax2dx � 2

Z 1

0

xe�ax
2

dx (5-3-2)

最右辺の積分は収束するので、 I(a)も収束する。そこでまず、

I 0(p) =

Z
p

0

e
�ax2dx (5-3-3)

とおく。右下図の正方形の領域をD1 とすれば、

fI 0(p)g2 =
�Z

p

0

e
�ax2dx

��Z
p

0

e
�ay2dy

�
=

Z Z
D1

e
�a(x2+y2)dxdy =

ZZ
D1

re�ar
2

drd�

積分領域の大小関係から次の不等式が成り立つ。

0 x

y

p

p

p
2p
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Z �

2

0

Z
p

0

re�ar
2

drd� � fI(p)g2 �
Z �

2

0

Z p
2p

0

re�ar
2

drd�

最左辺の積分は、

Z �

2

0

Z
p

0

re�ar
2

drd� =

Z �

2

0

�
� 1

2a
e
�ar2

�p
0

d� =
�

4a
(1� e�ap2) (5-3-4)

この式の pを
p
2pに置き換えると、最右辺の積分は

Z �

2

0

Z p
2p

0

re�ar
2

drd� =
�

4a
(1� e�2ap2) (5-3-5)

(5-3-4),(5-3-5)はどちらも p!1とすると
�

4a

に収束するので、

lim
p!1

I 0(p) =

r
�

4a
=

1

2

r
�

a
(5-3-6)

(5-3-2),(5-3-3),(5-3-6)より、

I(a) = 2 lim
p!1

I 0(p) =

r
�

a

これを用いてこの問題を解く。

'(x) = ��1=4e�x
2
=2

より、位置の期待値は、

�x =

Z 1

�1
'�x'dx =

1p
�

Z 1

�1
xe�x

2

dx =
1p
�

�
�1

2
e
�x2
�1
�1

= 0

よって位置の不確定さは

�x =

�Z 1

�1
'�(x� �x)2'dx

� 1

2

=

�Z 1

�1
'�x2'dx

� 1

2

=

�
1p
�

Z 1

�1
x2e�x

2

dx

� 1

2

(5-3-7)

(5-3-1)式と部分積分により、最右辺の積分はZ 1

�1
x2e�x

2

dx =
h
�x
2
e
�x2
i1
�1

�
Z 1

�1

�
�1

2
e
�x2dx

�
=

p
�

2
(5-3-8)

(5-3-7)に代入して、

�x =

�
1p
�

p
�

2

� 1

2

=
1p
2

(5-3-9)

を得る。全く同様にして、運動量の期待値は

�p =

Z 1

�1
'�
�
�h

i

d

dx

�
'dx =

i�hp
�

Z 1

�1
xe�x

2

dx = 0
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よって運動量の不確定さ

�p =

�R1
�1 '�

�
�h

i

d

dx

�2
'dx

� 1

2

(5-3-10)

=

�
� �h2p

�

R1
�1 e

�x2=2 d

dx

�
�xe�x2=2

�
dx

� 1

2

(5-3-11)

=

�
� �h2p

�

R1
�1(x2 � 1)e�x

2

dx

� 1

2

(5-3-12)

最右辺の積分は (5-3-1),(5-3-8)式より、Z 1

�1
(x2 � 1)e�x

2

dx =

p
�

2
�
p
� = �

p
�

2
(5-3-13)

これを (5-3-12)式に代入して、

�p =

�
� �h2p

�

�
�
p
�

2

�� 1

2

=
�hp
2

(5-3-14)

が求まる。 (5-3-9),(5-3-14)式は不確定性原理の不等式

�x ��p � �h

2

を満足している。（解答終わり）

g140760 小松満仁 (g140760@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (2002/1/13)

問題 5-4. （調和振動子）調和振動子のハミルトニアン (5.37)において、 � = m omega0=�h

とおくと、ハミルトニアンは�
d2

dx2
� �2x2

�
' = �2mE

�h2
' (5:42)

になる。このとき、 'n(�) = Hn(�)e
��2=2; (� =

p
�x)は、(5:42)の固有関数であることを示せ。ここでエルミ

Hn(�) = (�1)ne�2 d
n

d�n
e��

2

(5:43)

に対応する固有値が
�
n+ 1

2

�
�h!0 で与えられることを示せ。Hn(�)の関数の振る舞

いを知るために、Hn(�)の関数形を n = 0; 1; 2で求めてみよ。

答: � =
p
�xより(5:42)をxから� に変数変換すると、微分方程式は�

�
d2

d�2
� ��2

�
'(�) = �2mE

�h2
'(�)()

�
d2

d�2
� �2

�
'(�) = � 2E

�h!0
'(�)

になる。

d2

d�2
'n(�) = H 00

n
e��

2
=2 � 2�H 0

n
e��

2
=2 + �2Hne

��2=2 �Hne
��2=2

より,
d2

d�2
'n(�)� �2'n(�) = (H 00

n
� 2�H 0

n
�Hn) e

��2=2 (5-4-1)

となる。ここでエルミート多項式の定義式 (5.43)より、

H 0
n
(�) = (�1)n

�
2�e�

2 dn

d�n
e��

2

+ e�
2 dn+1

d�n+1
e��

2

�
;
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H 00
n
(�) = (�1)n

�
2e�

2 dn

d�n
e��

2

+ (2�)2e�
2 dn

d�n
e��

2

+ 4�e�
2 dn+1

d�n+1
e��

2

+ e�
2 dn+2

d�n+2
e��

2

�
;

H 00
n
(�)� 2�H 0

n
(�) = (�1)ne�2

�
2
dn

d�n
e��

2

+ 2�
dn+1

d�n+1
e��

2

+
dn+2

d�n+2
e��

2

�

によって、

H 00
n
(�)� 2�H 0

n
(�)

Hn(�)
= 2 +

��
2�

dn+1

d�n+1
e��

2

+
dn+2

d�n+2
e��

2

��
dn

d�n
e��

2

�
(5-4-2)

ここで

(fg)(n) =

nX
i=0

nCif
(i)g(n�i)

が n回微分可能な一般の関数 f; gについて成立し

dn+2

d�n+2
e��

2

=
dn+1

d�n+1

�
�2�e��2

�

であるから、 f = �2�; g = e��
2

とおけば f 0 = �2; f (j) = 0; (2 � j)より

dn+2

d�n+2
e��

2

= �2� d
n+1

d�n+1
e��

2

+ (n+ 1)

�
�2 d

n

d�n
e��

2

�

(5-4-1), (5-4-2)とあわせて

d2

d�2
'n(�)� �2'n(�) = (�2n� 1)'n(�)

固有エネルギーは�2(n+ 1
2
) = �2En=�h!0 =) En = (n+ 1

2
)�h!0 となった。

Hn の具体的な形はH0(�) = 1; H1(�) = 2�;H2(�) = 4�2 � 2などとなる。簡単

な帰納法によって �n の係数が 2n で、その他の項の係数がすべて整数であることが

わかる。

241025B 山下 真 (g241025@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (/02/11/18)

問題 5-5. 不確定性原理を用いて、次のポテンシャル U(x)の場合の電子の基底状態のエ

ネルギーを評価せよ。また (a)� (c)においてビリアル定理は成立するか。

(a) U(x) = � 1

jxjC

(b) U(x) = jxjC
(c) U(x) = x4C

(b) U(x) = �e�ax2C（注： a�h2

8mC
� 1とせよ。）

答:

不確定性原理より、基底状態のエネルギー E は

E =
p2

2m
+ U(x) � �h2

8mx2
+ U(x) (5-5-1)

と書ける。
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(a)

E =
�h2

8mx2
� 1

jxjC (5-5-2)

となる。

これは x軸対称だから 0 < xの場合で考えれば良い。

dE

dx
= � 1

4mx3
(�h2 � 4mCx) (5-5-3)

となる。

従って以下の増減表を得る。

x 0 �h2

4mC
1

dE

dx
� 0 + 0

E & % 0

E が最小となるのは、増減表より

x =
�h2

4mC
のときで、このとき

E = T + U =
2mC2

�h2
� 4mC2

�h2
= �2mC2

�h2
(5-5-4)

また、 T : U = �1 : 2であり、これはビリアル定理を満たす。
(b)

E =
�h2

8mx2
+ jxjC (5-5-5)

となる。

これも x軸対称だから 0 < xの場合で考えれば良い。

dE

dx
= � 1

4mx3
(�h2 � 4mCx3) (5-5-6)

となる。

従って以下の増減表を得る。

x 0 3

q
�h2

4mC
1

dE

dx
� 0 + 0

E & % +1

E が最小となるのは、増減表より

x =
3

s
�h2

4mC
のときで、このとき

E = T + U =
1

2
C2=3 3

s
�h2

4m
+ C2=3 3

s
�h2

4m
=

3

2
C2=3 3

s
�h2

4m
(5-5-7)

また、 T : U = 1 : 2であり、これはビリアル定理を満たす。

(c)

E =
�h2

8mx2
+ x4C (5-5-8)
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となる。
これも x軸対称だから 0 < xの場合で考えれば良い。

dE

dx
= � 1

4mx3
(�h2 � 16mCx6) (5-5-9)

となる。

従って以下の増減表を得る。

x 0 6

q
�h2

16mC
1

dE

dx
� 0 + 0

E & % +1

E が最小となるのは、増減表より

x =
6

s
�h2

16mC
のときで、このとき

E = T + U = 2C1=3

�
�h2

16m

�2=3
+ C1=3

�
�h2

16m

�2=3
= 3C1=3

�
�h2

16m

�2=3
(5-5-10)

また、 T : U = 2 : 1 = 4 : 2であり、これはビリアル定理を満たす。

(d) a � 0や C � 0では基底状態の評価ができないので 0 < aかつ 0 < C とする。

問題文より

E =
�h2

8mx2
� e�ax2C (5-5-11)

これも x軸対称だから 0 < xの場合で考えればよい。

E0 = � �h2

4mx3
+ 2aCxe�ax

2

= 2aCx

�
e�ax

2 � �h2

8maCx4

�

f(x)で次の関数を表すことにする。

e�ax
2 � �h2

8maCx4

これは 0 < xにおいて E0 と符号が同じで連続な関数である。

f(x)!1 (x! +0)

f

 r
1

a

!
=

1

e
� a�h2

8mC
> 0 (

a�h2

8mC
� 1による)

によって、ある 0 < x0 <
p
1 /a が存在して 0 = f(x0)となる。

f 0 = �2axe�ax2 + �h2

2maCx5

から、

0 = f(x0) = e�ax0
2 � �h2

8maCx04
) f 0(x0) =

�h2

4mCx30

�
2

ax20
� 1

�
> 0
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となるので（x0 <
p
1 /a ) ax20 < 1を用いた。）、 x0 が一意に定まり、そ

の近傍で f 0 が単調増加していることもわかる。よって E0(x0) = 0であり、 x0

の近傍においては、

x < x0 ) E0(x) < 0; x0 < x) 0 < E0(x)

となる。よって E は x0 において極小となり、 x = x0 のときが基底状態であ

ることがわかった。 ax0
2 < 1) e�ax0

2 � 1と、

1 � e�ax0
2

=
�h2

8maCx04
) x0

2 �

s
�h2

8maC

をつかって式 (5-5-11)から基底状態のエネルギー E(x0)の値は次のように評価

できる。

E(x0) �

s
�h2aC

8m
� C

g241025 山下 真 (g241025@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (02/12/4)

問題 6-1. 次の交換関係を求めよ。

(a) [x; p3]; (b) [x2; p3]; (c) ; [e�x; p]

答:

(a) [x; pn] = i�hnpn�1 ) [x; p3] = 3i�hp2

(b)

[x2; p3] = �[p3; x2]
= �[p3; x]x� x[p3; x]
= x[x; p3] + [x; p3]x

= x(3i�hp2) + (3i�hp2)x

= 3i�h(xp2 + p2x)

(c)

[g(x); p] = i�h
d

dx
g(x) ) [e�x; p] = i�h

d

dx
e�x = �i�he�x

y9410205 Yuzri Mohd Yuso� (y9410205@edu.uec.ac.jp) 作成 (/96/1/15)

問題 6-2. 次の波の分散関係の群速度, 位相速度を k の関数として表せ。

(a) !(k) = !oka; (b) !(k) = !o(ka)
n; (c) !(k) = !o sin(ka)

答: (a)群速度

vg =
@!

@k
= !oa

位相速度

vp =
!

k
=
!oka

k
= !oa

(b)群速度

vg =
@!

@k
=

@

@k
!ok

nan = n!ok
n�1an
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位相速度

vp =
!

k
=
!ok

nan

k
= !ok

n�1an

(c)群速度

vg =
@!

@k
=

@

@k
!o sin(ka) = !o cos(ka)a = !oa cos(ka)

位相速度

vp =
!

k
=
!o sin(ka)

k

y9410205 Yuzri Mohd Yuso� (y9410205@edu.uec.ac.jp) 作成 (96/1/15)

問題 6-3. 例題 6.1で Aの固有値が縮重している場合にも、 'が B の固有関数であるこ

とを示せ。

答: Aの固有値が n重に縮重していれば、 Aの独立な固有関数が n個ある。これを

'k (k = 1; 2; : : : ; n)とおく。 'k を正規直交化したもの< 'kj'k0 >= �
kk

0 として

も、一般性を失わない。このとき、 'を固有関数 'k の一次結合、

' =

nX
k=1

ck'k; (6-3-1)

とおける。ここで、 ck を新しい関数 'が演算子 B の固有値 bに対する固有関数

B' = b'; (6-3-2)

であるように選べばよい。式 (6-3-2)に式 (6-3-1)を代入する。

B

nX
k=1

ck'k = b

nX
k=1

ck'k: (6-3-3)

ここで、両辺に左から '�
k

0 を掛け rについて積分する。等式の左辺の積分

Z
'�
k
0B'kdr; (6-3-4)

は、対応する行列要素 b
k
0

k
に等しい。右辺では k 6= k

0

のとき、積分Z
'�
k

0'kdr; (6-3-5)

は直交関係によってすべて消え、また規格化条件によって k = k
0

のとき、Z
'�k'kdr = 1; (6-3-6)

となる。したがって、

nX
k=1

b
k
0

k
ck = bc

k
0

�
k

0

= 1; 2; : : : ; n
�
; (6-3-7)

を得る。変形すると

nX
k=1

(b
k
0

k
� b�

k
0

k
)ck = 0; (6-3-8)
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これが係数 ck を決定する同次連立代数方程式である。この方程式が 0以外の解を持
つのは、方程式の係数で作った行列式が 0の場合、すなわち、

det

�����������

b11 � b b12 : : : b1n

b21 b22 � b : : : b2n

: : :

bn1 bn2 : : : bnn � b

�����������
= 0; (6-3-9)

の場合に限られる。この式は bの n次方程式なので、根 b1; b2; : : : ; bn が求められる。

おのおのの根 b� に対応して、式 (6-3-7)の解、 c�1; c�2; : : : ; c�n が得られ、したがっ

て、式 (6-3-1)から、関数

'� =

nX
k=1

c�k'k; (6-3-10)

が定められる。新しい関数 '�(� = 1; 2; : : : ; n)は、 'k の一次結合であるから、演算

子 B の固有値 bに対する固有関数であり、同時に演算子 Aの固有値 a = a1; a2; : : : ; an

にそれぞれ対する固有関数でもある。よって、 Aの固有値が縮重する場合でも、 [A;B] =

0なら、 Aと B は同時固有値を持つことが示された。

g240947 井上道雄 (micchan@bf7.so.net.ne.jp) 作成 (02/12/19)

問題 6-4. 式 (6:23)を 用いて、次のハミルトニアンの運動方程式を求めよ。

(a) H =
p2

2m
+
k

2
x2; (b) H =

p2

2m
; (c) H =

p2

2m
+ V0 cos

�x
a

�
答:

_p = � i
�h
[p;H ]

= � i

�h
(pH �Hp)

= � i

�h

�
�i�h d

dx
H +Hp�Hp

�

= � i

�h

�
�i�h d

dx
H

�

= � d

dx
H

を用いて解く。

(a)

_p = � d

dx

�
p2

2m
+
k

2
x2
�

= �
�
0 +

2k

2
x

�
= �kx

(b)

_p = � d

dx

�
p2

2m

�
= 0

(c)

_p = � d

dx

�
p2

2m
+ V0 cos(

x

a
)

�

= 0 +
V0
a
sin
�x
a

�
=

V0
a
sin(

x

a
)
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f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (96/02/20)

問題 6-5. (波束の時間発展)波動関数 'が固有関数でない場合には、波動関数は時間に依

存するシュレディンガー方程式 (6.33)に従って運動する。自由粒子 (H =
p2

2m
)の場

合、波動関数の時間発展 (6.33)は、

i�h
@

@t
' = � �h2

2m

@2

@x2
' (6:39)

になる。 (6.39)を以下の方法を用いて解く。各問に答えよ。

(a) '(x)のxに関するフーリエ変換を

f(k) =

Z 1

�1
eikx'(x)dx

とおくと (6.39)は、

i�h
@

@t
f(k) =

�h2k2

2m
f(k) (6:40)

となることを示せ。

(b) (6.40)の解は、

f(k) = f(k)jt=0e�i�hk
2
t=2m (6:41)

であることを示せ。 f(k)jt=0はt = 0でのf(k)の値である。

(c) よって求める時間に依存する波動関数は、 (6.41)をフーリエ逆変換

'(x) =
1

2�

Z 1

�1
f(k)e�ikxdk (6:42)

することで得られる。 t = 0のとき、波動関数が

'(x) =
1p
�a
e�x

2
=a

2

のとき時間 tでの '(x; t)を求めよ。

答:

(a)

i�h
@

@t
f(k) = i�h

@

@t

Z 1

�1
eikx'(x)dx

= i�h

Z 1

�1
eikx

@

@t
'(x)dx

= � �h2

2m

Z 1

�1
eikx

@2

@x2
'(x)dx ((6:39)より)

= � i�h
2k

2m

Z 1

�1
eikx

@

@x
'(x)dx

=
�h2k2

2m

Z 1

�1
eikx'(x)dx (2回部分積分を行った)

=
�h2k2

2m
f(k)

よって (6.40)が示せた。
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(b) (6.40)より

@f(k)

@t

1

f(k)
= � i�hk

2

2m

log jf(k)j = � i�hk
2t

2m
+ C(積分定数)

f(k) = e�i�hk
2
t=2m+C

t = 0のとき

f(k)jt=0 = eC

であるから、

f(k) = f(k)jt=0e�i�hk
2
t=2m

となる。

(c) まず、 f(k)jt=0 を求める。

f(k)jt=0 =

Z 1

�1
eikx'(x; 0)dx

=
1p
�a

Z 1

�1
e�x

2
=a

2 + ikxdx

=
1p
�a

Z 1

�1
e�(x� ika

2
=2)2=a2 � k

2
a
2
=4dx

ここで、
Z 1

�1
e�x

2

dx =
p
�より

Z 1

�1
e�(x� ika

2
=2)2=a2dx =

p
�a

であるから、

1p
�a

Z 1

�1
e�(x� ika

2
=2)2=a2 � k

2
a
2
=4dx = e�k

2
a
2
=4

従って、

f(k)jt=0 = e�k
2
a
2
=4

である。すると (6.42)は

'(x) =
1

2�

Z 1

�1
e�(a

2
=4+ i�ht=2m)k2�ikxdk

=
1

2�

Z 1

�1
e�bk

2�ikxdk

�
b =

a2

4
+
i�ht

2m
とおいた

�

=
1

2�

Z 1

�1
e�b(k+ ix=2b)2�x2=4b2dk

=
1

2
p
�b
e�x

2
=4b2

�Z 1

�1
e�b(k+ ix=2b)2 =

r
�

b
より

�

となる。

240897H 及川一誠 (g240897@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (2002/10/31)
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問題 7-1. (7:13)、 (7:10)の式のそれぞれの透過確率 T の表式を変形して、 � = 2ma2V0=�h
2

を用いて示せ。

答: (7:13) 式について考える。 E < V0 のとき、 (7:2) 式と、 (7:3) 式より、次の

関係式が得られる。

k2

�2
=

E

V0 �E
(7-1-1)

ここで、
E

V0
= x と置くと、 (7� 1� 1)式は、

k2

�2
=

x

1� x (x < 1) (7-1-2)

となる。これより、

�a =
p
�(1� x) (7-1-3)

が得られる。ゆえに、 反射係数 T は、

jQj2 = 4

�
1 +

x

1� x

�2
sinh2

p
�(1� x) + 16x

1� x
=

4

(1� x)2
n
sinh2

p
�(1� x) + 4x(1� x)

o (7-1-4)

より、

T =
1

jQj2
16x

1� x
=

4x(1� x)
sinh2

p
�(1� x) + 4x(1� x)

(7-1-5)

となる。同じく、 (7:19) 式について考える。 E > V0 のとき、 (7:2) 式と、 (7:16)

式より、次の関係式が得られる。

k2

q2
=

E

V0 �E
(7-1-6)

ここで、
E

V0
= x と置くと、 (7� 1� 6)式は、

k2

q2
=

x

x� 1
(x > 1) (7-1-7)

となる。これより、

qa =
p
�(x� 1) (7-1-8)

が得られる。ゆえに、 反射係数 T は、

jQj2 = 4

�
1 +

x

x� 1

�2
sin2

p
�(x� 1) +

16x

x� 1

=
4

(x� 1)2

n
sin2

p
�(x� 1) + 4x(x� 1)

o (7-1-9)

より、

T =
1

jQj2
16x

x� 1

=
4x(x� 1)

sin2
p
�(x� 1) + 4x(x� 1)

(7-1-10)
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となる。

f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (96/02/20)

問題 7-2. 7:1 の結果で x ! 1 の極限をとると、 (7:13) 、 (7:19) の式のそれぞれの透過

確率 T の値が同じになる。この極限値を � = 2ma2V0=�h
2 を用いて表せ。

答: (7:13) 式について考える。 E < V0 のときの透過確率 T は、

T =
4x(1� x)

sinh2
p
�(1� x) + 4x(1� x)

(7-2-1)

この式を変形すると、

T =
4

A+ 4
(7-2-2)

A =
sinh2

p
�(1� x)

x(1� x) (7-2-3)

となる。 1� x = u と置くと、 (7� 2� 3) 式は次のようになる。

A =
sinh2

p
�u

u(1� u) (7-2-4)

ここで、 u! 0 の極限をとると、 lim
u!0

sinh2
p
�u = �uより、

lim
u!0

A = lim
u!0

�u

u(1� u)
= �

(7-2-5)

となり、透過確率 T は、

T =
4

�+ 4
(7-2-6)

となる。同様に、 (7:19) 式について考える。 E > V0 のときの透過確率 T は、

T =
4x(x� 1)

sin2
p
�(x� 1) + 4x(x� 1)

(7-2-7)

この式を変形すると、

T =
4

B + 4
(7-2-8)

B =
sin2

p
�(x� 1)

x(x� 1)
(7-2-9)

となる。 x� 1 = u と置くと、 (7� 2� 9) 式は次のようになる。

B =
sin2

p
�u

u(u+ 1)
(7-2-10)

ここで、 u! 0 の極限をとると、 lim
u!0

sin2
p
�u = �uより、

lim
u!0

B = lim
u!0

�u

u(u+ 1)

= �
(7-2-11)
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となり、透過確率 T は、

T =
4

�+ 4
(7-2-12)

となる。

f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (96/02/20)

問題 7-3. １次元障壁 (7:1) で、 a = 1 �A 、 V0 = 1eVの場合、入射電子のエネルギーが

E = 0:5 eV のときの透過確率 T の値を求めよ。

答:

� =
2ma2V0

�h2

=
2� 9:11� 10�31 � (10�10)2 � 1:60� 10�19

(6:63� 10�34=2� 3:14)2

= 0:262

(7-3-1)

x =
E

V0
=

0:5

1
= 0:5 (7-3-2)

であるから、 E < V0 のときの透過確率 T は、

T =
4x(1� x)

sinh2
p
�(1� x) + 4x(1� x)

=
4� 0:5� (1� 0:5)

sinh2
p
0:262� (1� 0:5) + 4� 0:5� (1� 0:5)

= 0:88

(7-3-3)

となる。

f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (96/02/21)

問題 7-4. １次元障壁 (7:1) で、入射電子のエネルギー E と V0 が等しく a = 10 �A のと

き、 V0 が何 eV だと透過確率 T が 0:1 になるか。

答: E と V0 が等しいということは、 x = 1 であるから、 7:1 の結果で x! 1 の極

限をとったものと一致する。よって、透過確率 T は、

T =
4

�+ 4
= 0:1 (7-4-1)

となる。これより、 � = 36 となり求める入射電子エネルギー V0 は、

V0 =
��h2

2ma2

=
36� (6:63� 10�34=2� 3:14)2

2� 9:11� 10�31 � (10� 10�10)2

= 2:20� 10�19 [J]

= 1:37 [eV]

(7-4-2)

となる。

f9311196 水戸 和幸 (f11196@ced.cas.uec.ac.jp) 作成 (96/02/21)

問題 7-5. (7.24)式で定義された、２行２列の行列Q(x)を用いて、１次元障壁が１個の

問題 (7.1)を解け。 (7.27)を用いた結果は、 (7.13)に等しくなることを確認せよ。
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答: (7.24)式よりQ(x)、K(x)は以下で定義される。

Q(x) =

0
@ eikx e�ikx

yeikx �ye�ikx

1
A ; K(x) =

0
@ e�x e��x

e�x �e��x

1
A (7-5-1)

但し y = ik=� ; k =
p
2mE=�h ; � =

p
2m(V0 �E)=�h とおいた。

ポテンシャルで分割された各領域の波動関数をそれぞれ '1 ; '2 ; '3 とすれば、

'1 = eikx + Ae�ikx (x � �a=2) ;
'2 = Be�x + Ce��x (�a=2 � x � a=2) ;

'3 = Deikx (a=2 � x)

これより境界条件は

e�ika=2 +Aeika=2 = Be��a=2 + Ce�a=2

ik
�
e�ika=2 �Aeika=2

�
= �

�
Be��a=2 �Ｃe�a=2

�
Be�a=2 + Ce��a=2 = Deika=2

�
�
Be�a=2 � Ce��a=2

�
= ikDeika=2

これを行列の形に書き直せば、0
@ e�ika=2 eika=2

(ik=�)e�ika=2 �(ik=�)eika=2

1
A
0
@ 1

A

1
A =

0
@ e��a=2 e�a=2

e��a=2 �e�a=2

1
A
0
@ B

C

1
A

0
@ e�a=2 e��a=2

e�a=2 �e��a=2

1
A
0
@ B

C

1
A =

0
@ eika=2 e�ika=2

(ik=�)eika=2 �(ik=�)e�ika=2

1
A
0
@ D

0

1
A

ここでQ(x)、K(x)及び y = ik=� を導入すると

Q(�a=2)

0
@ 1

A

1
A = K(�a=2)

0
@ B

C

1
A

K(a=2)

0
@ B

C

1
A = Q(a=2)

0
@ D

0

1
A

更に J(x) = Q(x)�1K(x) とおくと0
@ 1

A

1
A = Q(�a=2)�1K(�a=2)

0
@ B

C

1
A

= Q(�a=2)�1K(�a=2)Q(a=2)�1K(a=2)

0
@ D

0

1
A

= J(�a=2)J(a=2)�1
0
@ D

0

1
A

従って転送行列をM = (Mij) = J(�a=2)J(a=2)�1 とすれば0
@ 1

A

1
A =

0
@ M11 M12

M21 M22

1
A
0
@ D

0

1
A =

0
@ M11D

M21D

1
A (7-5-2)
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であるから T = jDj2 =
��M�1

11

��2 を求めることは J(�a=2)J(a=2)�1 の (1,1)成
分を求める事に帰着される。まず J(x)を求める。

jQ(x)j =

������
eikx e�ikx

yeikx �ye�ikx

������
= eikx(�ye�ikx)� e�ikxyeikx

= �2y

∴ Q(x)�1 =
1

2y

0
@ ye�ikx e�ikx

yeikx �eikx

1
A

∴ J(x) = Q(x)�1K(x) =
1

2y

0
@ ye�ikx e�ikx

yeikx �eikx

1
A
0
@ e�x e��x

e�x �e��x

1
A

=
1

2y

0
@ (y + 1)e(�ik+�)x (y � 1)e(�ik��)x

(y � 1)e(ik+�)x (y + 1)e(ik��)x

1
A

続いて J(x)�1 を求め、最後に J(�a=2)J(a=2)�1 を計算する。

jJ(x)j =
1

(2y)2

n
(y + 1)e(�ik+�)x(y + 1)e(ik��)x � (y � 1)e(�ik��)x(y � 1)e(ik+�)x

o

=
1

4y2
�
(y + 1)2 � (y � 1)2

	
=

1

y

∴ J(x)�1 = �1

2

0
@ (�y � 1)e(ik��)x (y � 1)e(�ik��)x

(y � 1)e(ik+�)x (�y � 1)e(�ik+�)x

1
A

以上よりM11 = J(�a=2)J(a=2)�1 は

� 1

4y

n
(y + 1)e(�ik+�)(�a=2)(�y � 1)e(ik��)(a=2) � (y � 1)e(�ik��)(�a=2)(y � 1)e(ik+�)(a=2)

o

=
eika

4y

�
(y + 1)2e��a � (y � 1)2e�a

	
=

eika

2y

�
�(y2 + 1)

(e�a � e��a)
2

+ 2y
(e�a + e��a)

2

�

=
eika

2y

�
�(y2 + 1) sinh(�a) + 2y cosh(�a)

	
(7-5-3)

となり、この絶対値の逆数の２乗が T となる。

y� = �y
�
∵ y = i

k

�

�
cosh2(x)� sinh2(x) = 1

を用いて
���(y2 + 1) sinh(�a) + 2y cosh(�a)

��2 = jQj2 =4を確かめる。���(y2 + 1) sinh(�a) + 2y cosh(�a)
��2

=
�
�(y2 + 1) sinh(�a) + 2y cosh(�a)

	�
�(y2 + 1) sinh(�a) + 2y cosh(�a)

	
= (y2 + 1)2 sinh2(�a)� 4y2 cosh2(�a)

= jQj2 =4
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よって

T =
�4y2

jQj2 =4
=

1

jQj2
16k2

�2
(7-5-4)

であり、結果は (7.13)と等しい。

g040496 沼田 和幸 (g040496@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/01/30)

問題 7-6. 図のポテンシャルの場合について、 (7.26)で定義した転送行列M の表式を求

めよ。 (必要に応じて、 (7.24)で定義した行列Q (x),K (x)を定義せよ。行列を展開

する必要はない）。

答: まず、以下のそれぞれの状況での波動関数を求めておく。 (A～ Eは定数)

(1)左端と障壁に挟まれた範囲

右に進行する波とポテンシャル障壁での反射波が存在するので、

'1 = Aeikx +Be�ikx (7-6-1)

(2)障壁中

'2 = Ce�x +De��x (7-6-2)

(3)右端

反射波が存在しないので、

'3 = Eeikx (7-6-3)

ここで、

Q (x) =

0
@ eikx e�ikx

yeikx �ye�ikx

1
A (7-6-4)

K (x) =

0
@ e�x e��x

e�x �e��x

1
A (7-6-5)

K
0

(x) =

0
@ e�

0

x e��
0

x

e�
0

x �e��
0

x

1
A (7-6-6)

J (x) = Q (x)
�1
K (x) (7-6-7)

J
0

(x) = Q (x)
�1
K

0

(x) (7-6-8)

と定義し、それぞれ、

k =

r
2mE

�h
; � =

p
2m (V0 �E)

�h
; �

0

=

p
2m (V0=3�E)

�h
; y =

ik

�

であり、 E は電子の持つエネルギー , mは電子の質量 をあらわす。

また、それぞれの範囲の境界を含む二つの波動関数の値と、微分は等しいはずである

ので、次の二つの場合において、それぞれ方程式が成り立つ。

(1)障壁に入る場合（このときの x座標を x = sとする）

Aeiks + Be�iks = Ce�s +De��s (7-6-9)

ik
�
Aeiks �Be�iks

�
= �

�
Ce�s +De��s

�
(7-6-10)
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これを行列で表すと、0
@ eiks e�iks

yeiks �ye�iks

1
A
0
@ A

B

1
A =

0
@ e�s e��s

e�s �e��s

1
A
0
@ C

D

1
A (7-6-11)

これを変形すると、式 (7-6-4)、式 (7-6-5)より0
@ A

B

1
A = Q (s)�1K (s)

0
@ C

D

1
A (7-6-12)

= J (s)

0
@ C

D

1
A (7-6-13)

となり、障壁に入る場合は、 J (x)を作用させればいいことがわかる。

(2)障壁から出る場合（このときの x座標を x = tとする)

Ce�t +De��t = A
0

eikt +B
0

e�ikt (7-6-14)

�
�
Ce�t +De��t

�
= ik

�
A

0

eikt �B0

e�ikt
�

(7-6-15)

同様にして行列で表すと、0
@ e�t e��t

e�t �e��t

1
A
0
@ C

D

1
A =

0
@ eikt e�ikt

yeikt �ye�ikt

1
A
0
@ A

0

B
0

1
A (7-6-16)

これを変形すると、式 (7-6-4)、 (式 7-6-5)より0
@ C

D

1
A = K (t)�1Q (t)

0
@ A

0

B
0

1
A (7-6-17)

= J (t)�1

0
@ A

0

B
0

1
A (7-6-18)

となり、障壁から出る場合は、 J (x)
�1 を作用させればよく、また A

0

を E、 B
0

を

0にそれぞれ置き換えると、障壁から右端へと出る場合にも同様にすればいいとわか

る。以上はポテンシャルが V0 の場合であり、ポテンシャルが V0=3の場合も同様に

考えると、障壁に入るときは J
0

(x)を作用させ、障壁を出るときは J
0�1 (x)を作用

させればよいことがわかる。ここで最後にできた行列の積をM と定義した。したがっ

て答えは、

(a)

M = J (0)J�1 (a)J (3a) J�1 (4a) (7-6-19)

(b)

M = J (0)J�1 (a)J (2a) J�1 (4a) (7-6-20)

(c)

M = J (0) J�1 (a) J (2a) J�1 (3a) J (4a)J�1 (5a) ==ここで間違った改行が起こっていました。(7-6-21)

(d)

M = J (0) J
0�1 (a)J

0

(3a) J�1 (4a) (7-6-22)

となる。

g240947 井上道雄 (micchan@bf7.so.net.ne.jp) 作成 (02/12/10)
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問題 7-7. ポテンシャル V (x)が対称で偶関数の場合 (V (�x) = V (x))、束縛状態の任意
の波動関数は偶関数なるある波動関数と奇関数なるある波動関数との和である。この

場合転送行列は、 x > 0（またはx < 0）の部分だけ考えれば良いことを説明せよ。

答: どんな波動関数も偶波動関数と奇波動関数の和に分解されることが V (�x) =

V (x)からわかる。もしその偶波動関数と奇波動関数が定数倍をのぞいて一意に定ま

るならば、任意の波動関数を与える表式 ' = a'1 + b'2('1 は偶関数で '2 は奇関

数、 a; bは規格化条件を満たすように選ばれた定数)を得ることになる。偶関数にし

ても奇関数にしても、 0 < xにおける挙動が与えられればじゅうぶんである。よっ

て、波動関数を偶関数または奇関数であると仮定し、それらが 0 � xにおいて定数

倍をのぞき一意に定まることを示す。

領域 0 < xにおけるポテンシャルを階段状に近似して、�x0 < x < x0 においては

V (x) = V0、 xn�1 < x < xn n = 1; 2; � � �においては V (x) = Vn で一定とする。波

動関数は kn =
p
2m(E � Vn)

.
�hを用いて、

'0(x) = A0e
ik0x +B0e

�ik0x (�x0 < x < x0)

'n(x) = Ane
iknx +Bne

�iknx (xn�1 < x < xn)

となる。波動関数が偶関数ならば、原点の周りの�x0 < x < x0 ですでに偶関数で

なければならないので A0 = B0 となり、奇関数ならば同様にして A0 = �B0 とな

る。 x = xn における境界条件は

Mn(x) =

0
@ eiknx e�iknx

ikne
iknx �ikne�iknx

1
A

として、

Mn(xn)

0
@ An

Bn

1
A =Mn+1(xn)

0
@ An+1

Bn+1

1
A

と書かれる。 Jn(x) =Mn+1(x)
�1Mn(x)として、0

@ An

Bn

1
A = Jn�1(xn�1)

0
@ An�1

Bn�1

1
A

= Jn�1(xn�1)Jn�2(xn�2) � � � J0(x0)

0
@ A0

B0

1
A

はじめに B0 = A0 または B0 = �A0 を仮定していたから、これはすべての An; Bn

が A0 の定数倍として定まることを示している。つまり、偶関数または奇関数である

ような波動関数は定数倍をのぞいて一意に定まる。今考えているポテンシャルにおけ

る、任意の波動関数はこれらから定数倍と和によって生成される。

241025B 山下 真 (g241025@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (/02/12/19)

問題 8-1. 2次元の無限に高い井戸の問題の固有値 (8.14)で、 b = 2aのときのエネルギー

固有値を低い方から 5つ求め、その量子数を (n; `)の形で示せ。ただし、縮重してい

るものも 1つと数え、縮重度も示せ。

答: (8.14)式

Enl =
�h2�2

2m

�
n2

a2
+
`2

b2

�
(8-1-1)
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に b = 2aを代入すると、

En` =
�h2�2

2m

 
n2

a2
+

`2

(2a)
2

!
=

�h2�2

2m

�
4n2 + `2

4a2

�
(8-1-2)

となるので、 4n2 + `2 の値の大小で、エネルギー固有値を評価することができる。

n,`はそれぞれ自然数であることに注意しつつ、 4n2 + `2 の値を調べていくと、

n ` 4n2 + `2

1 1 5

1 2 8

1 3 13

1 4 20

1 5 29

2 1 17

2 2 20

2 3 25

3 1 37

以上より、エネルギー固有値が低い方から、その量子数 (n,`)は、

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(1,4) = (2,2) (8-1-3)

となる。ここで、縮重度は (1,4) = (2,2)のみ２であり、その他は１である。

g140826 水野 洋輔 (g140826@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 8-2. 2次元の無限に高い井戸の問題の固有値 (8.14)で、 a = bのときのエネルギー

固有値の縮重度が３重や４重になる場合があるか。あるなら１つ例を示せ。

答: (8.14)式

En` =
�h2�2

2m

�
n2

a2
+
`2

b2

�
(8-2-1)

に a = bを代入すると、

En` =
�h2�2

2m

�
n2

a2
+
`2

a2

�
=

�h2�2

2m

�
n2 + `2

a2

�
(8-2-2)

となるので、 n2 + `2 の値の大小で、エネルギー固有値を評価することができる。た

だし、 n; `はそれぞれ自然数である。

ここで、縮重度が３であるとは、ある値M が異なる (n; `)によってM = n2+ `2 の

形で３通りに表されるということなので、例えば、M = 50のときの

(n; `) = (1; 7); (7; 1); (5; 5) (8-2-3)

が挙げられる。同様に縮重度が４となるのは、M = 625のときの

(n; `) = (20; 15); (15; 20); (7; 24); (24; 7) (8-2-4)

が挙げられる。

g140826 水野 洋輔 (g140826@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)
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問題 8-3. ３次元のラプラシアンの極座標表示 (8.42）を導け

答: 微分演算子ラプラシアンを 3次元極座標で表すとどうなるかを考える。 3次元直

交座標系ではラプラシアンr2 は

r2 =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2
(8-3-1)

と表せる。ここで (x; y; z)と (r; �; ')の間の変数変換の式は、 (0 < r < 1; 0 <

� < �; 0 < ' < 2�)とおいて

x = r sin � cos' (8-3-2)

y = r sin � sin' (8-3-3)

z = r cos � (8-3-4)

であり、これを逆に解くと、

r =
p
x2 + y2 + z2 (8-3-5)

cos � =
zp

x2 + y2 + z2
(8-3-6)

tan' =
y

x
(8-3-7)

となる。 (x; y; z)による偏微分を (r; �; ')による偏微分で表すと次のようになる。

@

@x
=

@r

@x

@

@r
+
@�

@x

@

@�
+
@'

@x

@

@'
(8-3-8)

@

@y
=

@r

@y

@

@r
+
@�

@y

@

@�
+
@'

@y

@

@'
(8-3-9)

@

@z
=

@r

@z

@

@r
+
@�

@z

@

@�
+
@'

@z

@

@'
(8-3-10)

つまり、 @r=@x, @�=@x, @'=@x, @r=@y, @�=@y, @'=@y, @r=@z, @�=@z, @'=@zが

求まればよいとわかる。ここで、式 (8-3-5)を xで偏微分すると、次のようになる。

@

@x
r2 =

@

@x

�
x2 + y2 + z2

�
2r
@r

@x
= 2x

@r

@x
=

x

r
= sin � cos' (8-3-11)

y, zでも同様にして、

@

@y
r2 =

@

@y

�
x2 + y2 + z2

�
2r
@r

@y
= 2y

@r

@y
=

y

r

= sin � sin' (8-3-12)
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@

@z
r2 =

@

@z

�
x2 + y2 + z2

�
2r
@r

@z
= 2z

@r

@z
=

z

r
= cos � (8-3-13)

が得られる。また、式 (8-3-6)を xで偏微分すると、次のようになる。

@

@x
cos � =

@

@x

 
zp

x2 + y2 + z2

!

� sin �
@�

@x
= �1

2

2xzq
(x2 + y2 + z2)3

sin �
@�

@x
=

xz

r3

=
r2 sin � cos' cos �

r3

@�

@x
=

cos' cos �

r
(8-3-14)

y, zでも同様にして、

@

@y
cos � =

@

@y

 
zp

x2 + y2 + z2

!

� sin �
@�

@y
= �1

2

2yzq
(x2 + y2 + z2)

3

sin �
@�

@y
=

yz

r3

=
r2 sin � sin' cos �

r3

@�

@y
=

sin' cos �

r
(8-3-15)

@

@z
cos � =

@

@z

 
zp

x2 + y2 + z2

!

� sin �
@�

@z
=

1p
x2 + y2 + z2

� 1

2

2z2q
(x2 + y2 + z2)

3

sin �
@�

@z
= �1

r
+
z2

r3

= �1

r
+
r2 cos2 �

r3

=
cos2 � � 1

r

= � sin2 �

r
@�

@z
= � sin �

r
(8-3-16)
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が得られる。次に、式 (8-3-7)も同様に x, y, z それぞれで偏微分する。

xでの偏微分。

@

@x
tan' =

@

@x

� y
x

�
1

cos2 '

@'

@x
= � y

x2

@'

@x
= � sin'

r sin �
(8-3-17)

yでの偏微分。

@

@y
tan' =

@

@y

�y
x

�
1

cos2 '

@'

@y
=

1

x

=
1

r sin � cos'

@'

@y
=

cos'

r sin �
(8-3-18)

z での偏微分。

@

@z
tan' =

@

@z

�y
x

�
1

cos2 '

@'

@y
= 0

@'

@y
= 0 (8-3-19)

これで必要なものは求まった。次に、 @=@x, @=@y, @=@xを計算する。

式 (8-3-8),式 (8-3-11),式 (8-3-14),式 (8-3-17)より、

@

@x
=

@r

@x

@

@r
+
@�

@x

@

@�
+
@'

@x

@

@'

= sin � cos'
@

@r
+

cos � cos'

r

@

@�
� sin'

r sin �

@

@'
(8-3-20)

が得られる。次に式 (8-3-9),式 (8-3-12),式 (8-3-15),式 (8-3-18)より、

@

@y
=

@r

@y

@

@r
+
@�

@y

@

@�
+
@'

@y

@

@'

= sin � sin'
@

@r
+

cos � sin'

r

@

@�
� cos'

r sin �

@

@'
(8-3-21)

が得られる。次に式 (8-3-10),式 (8-3-13),式 (8-3-16),式 (8-3-19)より、

@

@z
=

@r

@z

@

@r
+
@�

@z

@

@�
+
@'

@z

@

@'

= cos �
@

@r
� sin �

r

@

@�
(8-3-22)

が得られる。式 (8-3-1)に式 (8-3-20),式 (8-3-21),式 (8-3-22)を代入すれば、３次元

のラプラシアンの極座標表示 (8.42）を導ける。その前に @2=@x2, @2=@y2, @2=@z2

を計算しておく。
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@2

@x2

=

�
sin � cos'

@

@r
+

cos � cos'

r

@

@�
� sin'

r sin �

@

@'

��
sin � cos'

@

@r
+

cos � cos'

r

@

@�
� sin'

r sin �

@

@'

�

= sin2 � cos2 '
@2

@r2
+ sin � cos � cos2 '

@

@r

�
1

r

@

@�

�
� sin' cos'

@

@r

�
1

r

@

@'

�

+
cos � cos2 '

r

@

@�

�
sin �

@

@r

�
+

cos � cos2 '

r2
@

@�

�
cos �

@

@�

�
� cos � sin' cos'

r2
@

@�

�
1

sin �

@

@'

�

� sin'

r

@

@'

�
cos'

@

@r

�
� cos � sin'

r2 sin �

@

@'

�
cos'

@

@�

�
+

sin'

r2 sin2 �

@

@'

�
sin'

@

@'

�
(8-3-23)

@2

@y2

=

�
sin � sin'

@

@r
+

cos � sin'

r

@

@�
� cos'

r sin �

@

@'

��
sin � sin'

@

@r
+

cos � sin'

r

@

@�
� cos'

r sin �

@

@'

�

= sin2 � sin2 '
@2

@r2
+ sin � cos � sin2 '

@

@r

�
1

r

@

@�

�
+ sin' cos'

@

@r

�
1

r

@

@'

�

+
cos � sin2 '

r

@

@�

�
sin �

@

@r

�
+

cos � sin2 '

r2
@

@�

�
cos �

@

@�

�
+

cos � sin' cos'

r2
@

@�

�
1

sin �

@

@'

�

+
cos'

r

@

@'

�
sin'

@

@r

�
+

cos � cos'

r2 sin �

@

@'

�
sin'

@

@�

�
+

cos'

r2 sin2 �

@

@'

�
cos'

@

@'

�
(8-3-24)

@2

@z2

=

�
cos �

@

@r
� sin �

r

@

@�

��
cos �

@

@r
� sin �

r

@

@�

�

= cos2 �
@2

@r2
� sin � cos �

@

@r

�
1

r

@

@�

�

� sin �

r

@

@�

�
cos �

@

@r

�
+

sin �

r2
@

@�

�
sin �

@

@�

�
(8-3-25)

よって、式 (8-3-1)に式 (8-3-23),式 (8-3-24),式 (8-3-25)を代入すると、

r2 =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

= sin2 � cos2 '
@2

@r2
+ sin � cos � cos2 '

@

@r

�
1

r

@

@�

�
� sin' cos'

@

@r

�
1

r

@

@'

�

+
cos � cos2 '

r

@

@�

�
sin �

@

@r

�
+

cos � cos2 '

r2
@

@�

�
cos �

@

@�

�
� cos � sin' cos'

r2
@

@�

�
1

sin �

@

@'

�

� sin'

r

@

@'

�
cos'

@

@r

�
� cos � sin'

r2 sin �

@

@'

�
cos'

@

@�

�
+

sin'

r2 sin2 �

@

@'

�
sin'

@

@'

�

+ sin2 � sin2 '
@2

@r2
+ sin � cos � sin2 '

@

@r

�
1

r

@

@�

�
+ sin' cos'

@

@r

�
1

r

@

@'

�

+
cos � sin2 '

r

@

@�

�
sin �

@

@r

�
+

cos � sin2 '

r2
@

@�

�
cos �

@

@�

�
+

cos � sin' cos'

r2
@

@�

�
1

sin �

@

@'

�
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+
cos'

r

@

@'

�
sin'

@

@r

�
� cos � cos'

r2 sin �

@

@'

�
sin'

@

@�

�
+

cos'

r2 sin2 �

@

@'

�
cos'

@

@'

�

+ cos2 �
@2

@r2
� sin � cos �

@

@r

�
1

r

@

@�

�

� sin �

r

@

@�

�
cos �

@

@r

�
+

sin �

r2
@

@�

�
sin �

@

@�

�

ここで、第 1項、第 10項、第 19項 (共通項： @
2

@r2
)第 4項、第 13項 (共通項： @

@�

�
sin � @

@r

�
)第

5項、第 14項 (共通項： @

@�

�
sin � @

@r

�
) をそれぞれまとめる。また第 2項と第 11項

と第 20項、第 3項と第 12項、第 6項と第 15項で消える。 cos2 ' + sin2 ' = 1を

利用する。

=
@2

@r2
+

cos �

r

@

@�

�
sin �

@

@r

�
� sin �

r

@

@�

�
cos �

@

@r

�

� sin'

r

@

@'

�
cos'

@

@r

�
+

cos'

r

@

@'

�
sin'

@

@r

�

+
cos �

r2
@

@�

�
cos �

@

@�

�
+

sin �

r2
@

@�

�
sin �

@

@�

�

� cos � sin'

r2 sin �

@

@'

�
cos'

@

@�

�
+

cos � cos'

r2 sin �

@

@'

�
sin'

@

@�

�

+
sin'

r2 sin2 �

@

@'

�
sin'

@

@'

�
+

cos �

r2 sin2 �

@

@'

�
cos'

@

@'

�

ここで、

@

@�

�
sin �

@

@r

�
= cos � + sin �

@2

@�@r

以下次の

@

@�

�
cos �

@

@r

�
;
@

@'

�
cos'

@

@r

�
;
@

@'

�
sin'

@

@r

�
;
@

@�

�
cos �

@

@�

�
;
@

@�

�
cos �

@

@�

�
@

@�

�
sin �

@

@�

�
;
@

@'

�
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@

@�

�
;
@

@'

�
sin'

@

@�

�
;
@

@'

�
sin'

@

@'

�
;
@

@'

�
cos'

@

@'

�

でも同様に変形し、共通項を見つけまとめると、

=
@2

@r2
+

cos2 � + sin2 �

r

@

@r
+

cos2 '+ sin2 '

r

@

@r

+
cos2 � + sin2 �

r2
@2

@�2
+

cos �
�
sin2 '+ cos2 '

�
r2 sin �

@

@�

+
sin2 '+ cos2 '

r2 sin2 �

@2

@'2

また cos2 � + sin2 � = 1, cos2 '+ sin2 ' = 1より、

=
@2

@r2
+

2

r

@

@r
+

1

r2
@2

@�2
+

cos �

r2 sin �

@

@�
+

1

r2 sin2 �

@2

@'2

=
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
+

1

r2 sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

r2 sin2 �

@2

@'2
(8-3-26)
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となり、３次元のラプラシアンの極座標表示が導くことができた。

g240947 井上道雄 (miccchan@bf7.so.net.ne.jp) 作成 (02/10/15)

問題 8-4. ２次元の円形の井戸で、井戸の外側の高さが無限大の場合には、波動関数は井

戸の外にしみださない。この場合固有関数はベッセル関数の零点（関数値が 0にな

る点）と関係することを説明せよ。ベッセル関数の図 8.5を見ながら説明せよ。

答: 固有関数中の kがベッセル関数の零点と関係することを示す。

井戸の外にしみだしはないので、井戸の内側（0 < r < a）の波動関数のみを考えれ

ば良い。 ' = R(r)�(�)であり、シュレディンガー方程式を解くと

Rl(r) = CalJl(kr) + CblNl(kr) (8-4-1)

を得る。 r = 0で、Nl(kr)は原点で発散するため（図8:5、Nl(r)）係数Cblは0になる。

よって

Rl(r) = CalJl(kr) (8-4-2)

Rl(a) = 0より、CalJl(ka) = 0よって、Jl(ka) = 0ここで図 8.5で、縦軸を Jl(kr)

横軸を krとすれば Jl(kr) = 0のときの kr(= ka)の値がわかる。これより、ベッセ

ル関数の零点が r = a（定数）となるように kが定められる。

240916J 高城 重宏 (g240916@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (/02/10/21)

問題 8-5. ルジャンドル多項式 Pl(z)(8:50)は、ルジャンドルの微分方程式 (8:49)を満た

すことを示せ。また、ルジャンドル多項式 Pl(z)のl = 0; 1; 2の関数形を(8:50)より

求めよ。

答: Pl(z)をルジャンドルの微分方程式に代入して、その解になっていることを示せ

ば良い。つまり

d

dz

�
(1� z2) d

dz

�
1

2ll!

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l

��
+ l(l + 1)

�
1

2ll!

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l

�
= 0

(8-5-1)

を示す。

(1� z2) d
dz

�
1

2ll!

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l

�
=

1

2ll!
(1� z2) d

(l+1)

dz(l+1)
(z2 � 1)l (8-5-2)

ここで

(fg)(n) =

nX
i=o

nCif
(i)g(n�i) (8-5-3)

であるから、 f = (z2 � 1)l; g = (z2 � 1)として

d(l+1)

dz(l+1)
(z2 � 1)l+1 = (z2 � 1)

d(l+1)

dz(l+1)
(z2 � 1)l + 2z(l + 1)

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l

+ 2
1

2
l(l + 1)

d(l�1)

dz(l�1)
(z2 � 1)l (8-5-4)

これより

F = (z2 � 1)
d(l+1)

dz(l+1)
(z2 � 1)l (8-5-5)

=
d(l+1)

dz(l+1)
(z2 � 1)l+1 � 2z(l + 1)

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l � l(l + 1)

d(l�1)

dz(l�1)
(z2 � 1)l(8-5-6)
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このように F をおけば

dF

dz
=

d(l+2)

dz(l+2)
(z2 � 1)l+1 � 2(l + 1)

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l (8-5-7)

� 2z(l + 1)
d(l+1)

dz(l+1)
(z2 � 1)l � l(l + 1)

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l

= 2(l + 1)
d(l+1)

dz(l+1)
z(z2 � 1)l � 2(l + 1)

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l (8-5-8)

� 2z(l + 1)
d(l+1)

dz(l+1)
(z2 � 1)l � l(l + 1)

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l

ここでまた (8-5-3)より、 g = z; f = (z2 � 1)l とおけば

d(l+1)

dz(l+1)
z(z2 � 1)l = z

d(l+1)

dz(l+1)
(z2 � 1)l + (l + 1)

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l (8-5-9)

よって
dF

dz
= l(l + 1)

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l (8-5-10)

示すのは (8� 5� 2); (8� 5� 5)を(8� 5� 1)に代入して

d

dz

�
1

2ll!
(�F )

�
+ l(l + 1)

�
1

2ll!

d(l)

dz(l)
(z2 � 1)l

�
= 0 (8-5-11)

これは (8� 5� 10)より満たされる。

以上よりルジャンドル多項式 Pl(z)は、ルジャンドルの微分方程式 (8:49)を満たす。

また、

P0(z) =
1

2

P1(z) =
1

2

d

dz
(z2 � 1) = z

P3(z) =
1

8

d2

dz2
(z2 � 1)2 =

1

8

�
d

dz
4z(z2 � 1)

�
=

1

2
(z2 � 1 + 2z2) =

1

2
(3z2 � 1)

240916J 高城 重宏 (g240916@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (/02/10/16)

問題 8-6. 球ベッセル関数 j`(x); n`(x)の ` = 0; 1; 2の関数形を (8.57)より求めよ。

答: (8.57)より、

j`(x) = (�x)`
�
1

x

d

dx

�`
sinx

x
(8-6-1)

n`(x) = � (�x)`
�
1

x

d

dx

�`
cosx

x
(8-6-2)

であるから、これらに ` = 0; 1; 2を代入すればよい。

j0(x) = 1 � 1 � sinx
x

=
sinx

x
(8-6-3)

j1(x) = (�x)1
�
1

x

d

dx

�1
sinx

x

= (�x) � 1
x
� x cosx� sinx

x2

=
sinx� x cosx

x2
(8-6-4)
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j2(x) = (�x)2
�
1

x

d

dx

�2
sinx

x

= x2
�
1

x

d

dx

�
x cosx� sinx

x3

= �x2 � 1
x
� x

3 (cosx� x sinx� cosx)� 3x2 (x cosx� sinx)

x6

=
�x4 sinx� 3x3 cosx+ 3x2 sinx

x5

= �
�
x2 � 3

�
sinx+ 3x cosx

x3
(8-6-5)

n0(x) = �1 � 1 �
cosx

x
= �cosx

x
(8-6-6)

n1(x) = � (�x)1
�
1

x

d

dx

�1
cosx

x

= x � 1
x

�x sinx� cosx

x2

= �cosx+ x sinx

x2
(8-6-7)

n2(x) = � (�x)2
�
1

x

d

dx

�2
cosx

x

= �x2
�
1

x

d

dx

�
� (x sinx+ cosx)

x3

= x2 � 1
x
� x

3 (� sinx+ sinx+ x cosx)� 3x2 (cosx+ x sinx)

x6

=
x4 cosx� 3x2 cosx� 3x3 sinx

x5

=

�
x2 � 3

�
cosx� 3x sinx

x3
(8-6-8)

g140826 水野 洋輔 (g140826@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 8-7. 3次元で球殻のポテンシャル V (r), V (r) =

8<
: �V0(a < r < b)

1(その他の場合)
の場合の固

有値を求める式を導出せよ (実際に固有値を求める必要はない）。

答: (8.42)式r2 =
@2

@r2
+

2

r

@

@r
+

1

r2 sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

r2 sin2 �

@2

@'2
を用い

る。問題文の条件から a < r < bの場合のみを考えればよい。この区間で、波動関

数を変数分離形	 = R(r)�(�)�(')(8.43)とおき、シュレディンガー方程式を立て

両辺を R(r)�(�)�(')で割ると、

� �h2

2m

�
R00(r)

R(r)
+

2

r

R0(r)

R(r)
+

1

r2 sin ��(�)

@

@�

�
sin �

@

@�

�
�(�)

+
1

r2 sin2 �

�00(')

�(')

�
� V0 � E = 0 (8-7-1)

が得られる。 r,�を固定し、独立に 'を変化させた時、等号が成り立つには
�00(')

�(')
が定数でなければならず、これを

�00(')

�(')
= �m2 (8-7-2)
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と表す (mは定数)。 (8-7-2)の解は、 �(') = C1e
im' + C2e

�im'(C1,C2 は任意定
数)と表されるので、波動関数の一価性によりmは整数となる。次に rを固定し �を

独立に変化させると、等号が成り立つには �に依存する部分が定数でなければなら

ず、これを
1

sin ��(�)

@

@�

�
sin �

@

@�

�
�(�)� m2

sin2 �
= �l(l + 1) (8-7-3)

と表す (lは定数)。 (8-7-3)を用いると、 (8-7-1)は

� �h2

2m

�
R00(r)

R(r)
+

2

r

R0(r)

R(r)
� l(l + 1)

r2

�
� V0 = E (8-7-4)

と表される。ここで整数mにつき (8-7-3)で z = cos �とおくと、この式はルジャン

ドルの陪微分方程式

d

dz

�
(1� z2)d�

dz

�
+

�
l(l + 1)� m2

1� z2
�
� = 0 (8-7-5)

となる。

Ql(z) =
1

2ll!

dl

dzl

�
(z2 � 1)

l

log
z + 1

z � 1

�
� 1

2
Pl(z) log

z + 1

z � 1

Pl(z) =
1

2ll!

dl

dzl
(z2 � 1)

l

(8-7-6)

として、上の微分方程式は独立解

Plm(z) = (1� z2)m=2 dm

dzm
Pl(z)

Qlm(z) = (1� z2)m=2 dm

dzm
Ql(z) (8-7-7)

を持つ。 jzj = jcos �j � 1の範囲で発散するQlm(z)の係数は 0になるので、 Plm(z)

が�(�)の一般解になり、整数 lに対して l(l+1)が (8-7-5)の固有値になる。この固

有値に対して (8-7-4)を解く。

k =

s
2m(V0 + E)

�h2
(8-7-8)

とおくと、 (8-7-4)は

R00(r) +
2

r
R0(r) +

�
k2 � l(l + 1)

r2

�
R(r) = 0 (8-7-9)

と表され、球ベッセル関数

jl(x) = (�x)l
�
1

x

d

dx

�l
sinx

x

nl(x) = �(�x)l
�
1

x

d

dx

�l
cosx

x
(8-7-10)

を解に持つ。従って、解は R(r) = C3jl(kr) + C4nl(kr)の形で表される (C3,C4 は

任意定数)。今、境界条件 R(a) = R(b) = 0より C3,C4 に対する連立方程式0
@ jl(ka) nl(ka)

jl(kb) nl(kb)

1
A
0
@ C3

C4

1
A =

0
@ 0

0

1
A (8-7-11)

が得られる。
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ここで C3,C4 が共に 0になる以外の解が存在するので、������
jl(ka) nl(ka)

jl(kb) nl(kb)

������ = 0 (8-7-12)

となり、これを満たす kを (8-7-8)式より得られる式 E =
k2�h2

2m
� V0 に代入するこ

とで許される E の値が求まる。

250237G 平野雅規 (g250237@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (2002/12/5)

問題 9-1. `=0,1,2の Y`m を求めよ。

答: mの範囲はm = 0,�1,・・・,� `であるので、 `=0,1,2のときの (`;m)の組み

合わせは (0,0),(1,-1),(1,0),(1,1),(2,-2),(2,-1),(2,0),(2,1),(2,2)である。（９．２）の

式より

Y`m(�; ') =

s
(2`+ 1)(`� jmj)!

4�(`+ jmj)! P`jmj(cos �)e
im' (9-1-1)

であり、（８．４８）の式より

P`m(z) = (1� z2)m=2 d
m

dzm
P`(z) (9-1-2)

であり、（８．５０）の式より

P`(z) =
1

2``!

d`

dz`
(z2 � 1)` (9-1-3)

である。よって

Y`m(�; ') =

s
2`+ 1

4�

(`� jmj)!
(`+ jmj)! (1� cos2 �)jmj=2

� djmj

d(cos �)jmj
1

2``!

d`

d(cos �)`
(cos � � 1)` (9-1-4)

となる。これに上記の (`;m)を代入すると、

Y00 =

r
1

4�
; Y1�1 =

r
3

8�
sin �e�i'

Y10 =

r
3

4�
cos �; Y11 =

r
3

8�
sin �ei'

Y2�2 =

r
15

32�
sin2 �e�2i'; Y2�1 =

r
15

8�
sin � cos �e�i'

Y20 =

r
5

16�
(3 cos2 � � 1); Y21 =

r
15

8�
sin � cos �e�i'

Y22 =

r
15

32�
sin2 �e2i'

(9-1-5)

となる。

g140828 武川 純 (g140828@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 9-2. 1で求めた Ylm は複素数である。ここで Ylm � Yl�m 型の関数を考えれば実数
の関数になることを示せ。規格直交化するように係数も定めよ。
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答: (9.3)式より、

Z �

0

sin �d�

Z 2�

0

d'Y �lmYl0m0 = �l0l�m0m (9-2-1)

だから、 Ylm � Yl�m を規格直交化する為に場合に応じて、 1p
2
(or 1p

2i
) 倍する。ま

た、 (8.40)式の極座標表示 8>><
>>:

x = r sin � cos'

y = r sin � sin'

z = r cos �

を用いる。m 6= 0の時、問題 (9.1)から

Y11 + Y1�1 =

r
3

8�
sin �ei' +

r
3

8�
sin �e�i' = 2

r
3

8�
sin � cos' =

r
3

2�

x

r
;

(9-2-2)

これを規格化して

r
3

4�

x

r
。

Y11 � Y1�1 =
r

3

8�
sin �ei' �

r
3

8�
sin �e�i' = i

r
3

2�
sin � sin' = i

r
3

2�

y

r
;

(9-2-3)

これを規格化して

r
3

4�

y

r
。

Y21 + Y2�1 =

r
15

8�
sin � cos �ei' +

r
15

8�
sin � cos �e�i'

= 2

r
15

8�
sin � cos � cos'

=

r
15

2�

xz

r2
; (9-2-4)

これを規格化して

r
15

4�

xz

r2
。

Y21 � Y2�1 =

r
15

8�
sin � cos �ei' �

r
15

8�
sin � cos �e�i'

= 2i

r
15

8�
sin � cos � sin'

= i

r
15

2�

yz

r2
; (9-2-5)

これを規格化して

r
15

4�

yz

r2
。

Y22 + Y2�2 =

r
15

32�

�
sin2�e2i' + sin2�e�2i'

�
=

r
15

8�
sin2�(cos2'� sin2')

=

r
15

8�

��x
r

�
2 �

�y
r

�
2
�
; (9-2-6)
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これを規格化して

r
15

16�

x2 � y2
r2

。

Y22 � Y2�2 = 2i

r
15

32�
sin2� sin 2' = 2i

r
15

8�
sin2� sin' cos' = i

r
15

2�

xy

r2
;

(9-2-7)

これを規格化して

r
15

4�

xy

r2
。また、

Y10 =

r
3

4�
cos � =

r
3

4�

z

r
; Y20 =

r
5

16�
(3cos2 � � 1) =

r
5

4�

3z2 � r2
2r2

(9-2-8)

より、 Ylm � Yl�m 型の関数を考えれば、実数の関数になることが示された。
250237G 平野雅規 (g250237@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (2002/11/26)

問題 9-3. ベータ関数 B(n;m),ガンマ関数 �(z)は、

B(n;m) =

Z 1

0

tn�1 (1� t)m�1 dt

�(z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt

で表される。以下の公式を示せ。

(a) �(`+ 1) = `!

(b) B(n;m) =
�(n)�(m)

�(n+m)

答: (a)まず、部分積分を用いて、

�(`+ 1) =

Z 1

0

e�tt`dt

=
�
�e�tt`

�1
0
+

Z 1

0

e�t`t`�1dt

= lim
M!1

�
�M

`

eM

�
+ `

Z 1

0

e�tt`�1dt

= 0 + `�(`)

= `�(`) (9-3-1)

を得る。また、

�(1) =

Z 1

0

e�tdt

=
�
�e�t

�1
0

= 0 + 1

= 1 (9-3-2)

であり、 (9-3-1)を繰り返し用いると、

�(`+ 1) = `�(`)

= `(`� 1)�(`� 1)

= `!�(1)

= `! (9-3-3)
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となる。

(b)ガンマ関数の積は、

�(n)�(m)

=

Z 1

0

e�ttn�1dt

Z 1

0

e�ssm�1ds

=

Z 1

0

Z 1

0

tn�1sm�1e�(t+s)dtds

=

Z 1

0

Z 1

0

�
t

t+ s

�n�1�
s

t+ s

�m�1
(t+ s)

n+m�2
e�(t+s)dtds

(9-3-4)

である。ここで、

u =
t

t+ s

v = t+ s (9-3-5)

と変数変換すると、

t = u(t+ s) = uv (9-3-6)

s = v � t = v � uv = v(1� u) (9-3-7)

であり、変換のヤコビアンは、�������
@t

@u

@t

@v
@s

@u

@s

@v

������� =
������
v u

�v 1� u

������ = v(1� u)� (�uv) = v (9-3-8)

となる。積分範囲は、

0 � u � 1、0 � v <1 (9-3-9)

であるから、結局、

�(n)�(m) =

Z 1

0

Z 1

0

un�1 (1� u)m�1 vn+m�2e�vvdudv

=

Z 1

0

un�1 (1� u)m�1 du
Z 1

0

vn+m�1e�vdv

= B(n;m)�(n+m) (9-3-10)

が得られる。よって、

B(n;m) =
�(n)�(m)

�(n+m)
(9-3-11)

g140826 水野 洋輔 (g140826@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 9-4. ラゲールの陪多項式 L11; L
1
2; � � �の形を求め、水素原子の 1s; 2s; 2p軌道の動径

方向の関数形を示せ。

答: 水素原子の動径方向の関数 Rnl(r)はラゲールの陪多項式

Lq
p
(x) =

dq

dxq

�
ex

dp

dxp
�
e�xxp

��
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と量子数 n; l、ボーア半径a0 を用いて

Rnl(r) = �

s�
2

na0

�3
(n� l � 1)!

2nf(n+ l)!g3 e
��

n
=2�lnL

2l+1
n+l (�n)

と表される。まず、 L11; L
1
2; L

3
3 を求めると,

L11(r) =
d

dr

�
er
d

dr

�
e�rr

��

=
d

dr

�
er
�
�e�rr + e�r

�	
=

d

dr
(�r + 1)

= �1

L12(r) =
d

dr

�
er
d2

dr2
�
e�rr2

��

=
d

dr

�
er
�
e�rr2 � 4e�rr + 2e�r

�	
=

d

dr

�
r2 � 4r + 2

�
= 2r � 4

L33 =
d3

dr3

�
er
d3

dr3
�
e�rr3

��

=
d3

dr3
�
er
�
�e�rr3 + 9e�rr2 � 18e�rr + 6

�	
=

d3

dr3
�
�r3 + 9r2 � 18r + 6

�
= �6

となる。 1s; 2s; 2p軌道の動径方向の関数はそれぞれ R10; R20; R21 であり以下計算

すると,

R10 = �2
�
1

a0

�3=2
e�r=a0L11

�
2r

a0

�

= 2

�
1

a0

�3=2
e�r=a0

R20 = � 1

4
p
2

�
1

a0

�3=2
e�r=2a0L12

�
r

a0

�

=
1

2
p
2

�
1

a0

�3=2�
2� r

a0

�
e�r=2a0

R21 = � 1

12
p
6

�
1

a0

�3=2�
r

a0

�
e�r=2a0L33

�
r

a0

�

=
1

2
p
6

�
1

a0

�3=2�
r

a0

�
e�r=2a0

となる。

g240897 及川一誠 (g240897@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (2002/10/31)
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問題 9-5. 水素原子の 2p軌道は、動径方向に節がないが、 1s軌道との直交性が保たれて
いることを説明せよ。

答:

問題 (9-1)より、

R21（r） =
1

2
p
6

�
1

a0

�3=2�
r

a0

�
e�r=2ao

R10（r) = 2

�
1

a0

�3=2
e�r=a0

であったから、 2p軌道， 1s軌道は動径方向に節が無い。従って、 r方向の積分を考

えても直交しないが、 2p軌道と 1s軌道においては、方位量子数 lが異なる値をとる

ので、角度部分の積分に対しての規格直交化条件Z
�

0

sin �d�

Z 2�

0

d'Y �
lm
Yl0m0 = �l0l�m0m (9-5-1)

を用いると、 i=1,0,-1として、Z 1

�1

Z 1

�1

Z 1

�1
 �100(x; y; z) 21i(x; y; z)dxdydz

=

Z 1

0

Z 2�

0

Z �

0

 �100(r; �; ') 21i(r; �; ')r
2 sin �d�d'dr

=

Z 1

0

Z 2�

0

Z �

0

(R10(r)Y00(�; '))
�R21(r)Y1i(�; ')r

2 sin �d�d'dr

=

Z 1

0

R�10(r)R21(r)r
2dr

Z 2�

0

Z
�

0

Y �00(�; ')Y1i(�; ') sin �d�d'

= 0 (9-5-2)

となり、 1s軌道と 2p軌道の直交性が角度方向の積分によって保たれることが分か

る。

250237G 平野雅規 (g250237@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (2002/11/26)

問題 9-6. n; `の量子数で表される動径分布関数は n� `�1の節があることを確かめよ。

答:

水素原子の場合に成り立つことを示す。（一般の原子でも同様のことが期待される。）

まず (9:23)より、動径方向の節に関わるのが Laguerreの陪多項式であることがわか

る。つまり Laguerreの陪多項式が (0;1)の範囲に n� `� 1個の零点を持つことを

示せばよい。

Pn(x) = e�xxn (9-6-1)

とおく。 k = 0; 1; 2; :::; n� 1に対して

P (k)
n

(0) = P (k)
n

(1) = 0 (9-6-2)

であり、 Pn(x) = e�xxn は 0 < xで連続であるから、 Rolleの定理から (0;1)の

範囲に P 0
n
(x

(1)
1 ) = 0なる x

(1)
1 が存在する。 (9 � 6 � 2)と、 Rolleの定理から、

P
(2)
n (x) = 0なる xが (0; x

(1)
1 ),(x

(1)
1 ;1)の範囲に少なくとも各々一つずつ存在し、

これを x
(2)
1 ,x

(2)
2 とする。 (9� 6� 2)から、また Rolleの定理から、 P

(3)
n (x) = 0な

る xが (0; x
(2)
1 ),(x

(2)
1 ; x

(2)
2 ),(x

(2)
2 ;1)の範囲に少なくとも各々一つずつ存在する。こ

れを以下帰納的に利用すると、 P
(n)
n (x) = 0なる xが (0;1)の範囲に少なくとも n
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個存在する。ここで Pn(x) = 0はせいぜい n個の実数解しかもたないから、この解
は (0;1)の範囲に n個存在する。ここで、

Lp(x) =
ex

p!
Pp(x) (9-6-3)

であるが、
ex

p!
の部分は Lp(x)の零点を与えないので、零点の数は (0;1)の範囲に

p個あるとしてよい。この p個の零点を基盤として、また上と同様にして Rolleの定

理を帰納的に用いれば、
dq

dxq
Lp(x) = 0の解は少なくとも p � q個となる。しかし

dq

dxq
Lp(x) = 0は高々 p� q個の実数解しか持たないから、 dq

dxq
Lp(x) = Lqp(x)の零

点の数が (0;1)の範囲に p � q個あることが示された。以上より、 n; `の量子数で

表される動径分布関数は p � q個、 (9:27)と (9:17)を比べて p = n + `; q = 2` + 1

であるから、すなわち n� `� 1個であることが示された。

注； Rolleの定理とは、平均値の定理で考える両端点での関数値が等しい場合に帰着

させたものである。

g240916 高城重宏 (g240916@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (/02/12/16)

問題 9-7. 次の原子の基底状態の電子配置を表 9.3に従って (1s)2(2s)2. . .のように表せ。

(a)Si (b)Au (c)Er (d)Ga (e)As

答: 18族元素 (不活性ガス)Xの電子配置を [X]で表す。表 9.3を参考に、どの軌道

にいくつの電子が入っているかを調べれば良い。なお、 (b)Auは例外である。答え

は、

(a) Si : [Ne](3s)2(3p)2 (9-7-1)

(b) Au : [Xe](6s)(4f)14(5d)10 (9-7-2)

(c) Er : [Xe](6s)2(4f)12 (9-7-3)

(d) Ga : [Ar](4s)2(3d)10(4p) (9-7-4)

(e) As : [Ar](4s)2(3d)10(4p)3 (9-7-5)

g140826 水野 洋輔 (g140826@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 9-8. 原子核の電荷が Zeのクーロンポテンシャル中の 1s軌道エネルギーを、水素原

子の結果を用いて表せ。 Z がいくつのとき 1sのエネルギーが電子の静止エネルギー

mc2 になるか？

答: 1s軌道とは、 n = 1; ` = 0のことである。（9.21）の式

En = �
�

1

4�"0

�2
me4

2�h2
1

n2
(9-8-1)

において eeを Zeeに置き換え、 n = 1としたものが求める答えである。ゆえに、

E1s =

�
1

4�"0

�2
me4

2�h2
Z2 (9-8-2)

が答えである。又、

E1s =

�
1

4�"0

�2
me4

2�h2
Z2 = mc2 (9-8-3)
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の方程式に � = 3:14; "0 = 8:85� 10�12F �m�1; e = 1:602� 10�19C; �h = 1:055�
10�34J � s; c = 2:998� 108m � s�1 を代入して、�

1

4� 3:14� 8:85� 10�12

�2
m(1:602� 10�19)4

2� (1:055� 10�34)2
Z2

= m(2:998� 108)2 (9-8-4)

これを解き、

Z2 � 37533 (9-8-5)

Z は正の整数なので、

Z � 194 (9-8-6)

となる。

注：実際には、電子の運動エネルギーが大きくなると電子の質量が相対論的補正を受

けて大きくなるので Z の値がもっと小さな値（～ 130）で E1s に達する。

g140828 武川 純 (g140828@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 9-9. 原子から電子を取った陽イオンや、電子を加えた負イオンの電子状態は、中性

の原子の電子状態に比べてエネルギーの大きさはどう変化するであろうか？定性的に

説明せよ。

答: 電子のエネルギーは、一電子近似を用いて

E = � z�2mee
4

8�02h2n2
(9-9-1)

と表される (z� は、実験的に E を求め、それを用いて上式より求めた電荷、すなわ

ち有効核電荷)。原子から電子を取った陽イオンにおいては、中性原子よりも電子間

の反発が小さくなる。更に、他の電子が核を取り囲んでいるためにある電子の感じる

核電荷が減少する「遮蔽効果」が小さくなる (有効核電荷の値が大きくなる）ので、

電子のエネルギーは小さくなる。逆に、負イオンにおいては、中性原子よりも電子

間の反発が大きくなり、更に「遮蔽効果」が大きくなる (有効核電荷の値が小さくな

る)ので、電子のエネルギーは大きくなる。

250237G 平野雅規 (g250237@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (2002/11/27)

問題 え. :

答: 炭

10-1 (答) 作成 (炭素原子２個のクラスター C2 の 2s,2px,2py,2pz,でつくる重なり行

列の一番目と二番目の炭素原子の間の小行列成分 s12 を表せ。) 素原子の電子配置は

(1s)2(2s)2(2p)2 だから C2 の総電子数は 12個である。一原子の軌道は 1s,2sが各一

個,2pが三個（2px; 2py; 2pz）である。よって、二原子で計 10軌道である。 C2 の 1s

軌道に電子は 4個入るから 12� 4 = 8Q個の電子が 2s,2p軌道に入るので、 8×8の

行列で Sij は表される。同じ原子での積分は 4×4の小行列 sii で表される。非対角

項は原子の軌道が直交しているので 0,対角項は例えば

2s×2s =< �j� >= 1 (え -1)

のようになるから

s11 = s22 =

0
BBBBB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1
CCCCCA (え -2)
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となる。 C1 と C2 との積分は Sij の全体が 8×8のエルミート行列であることを利用
して小行列で s12 =t s�21 の関係がある。原子軌道関数の対称性を考慮して、原子波

動関数を含む積分で 0にならないのは

1)2sと 2s, 2)2sと 2px, 3)2pxと 2s, 4)2pxと 2px, 5)2py と 2py, 6)2pz と 2pz/

の積分である。パラメータＳの正の定義に注意して

1)は Sss で小行列の (1,1)成分

2)は�Ssp で小行列の (1,2)成分

3)は Sspで小行列の (2,1)成分

4)は�S� で小行列の (2,2)成分

5)は S� で小行列の (3,3)成分

6)は S� で小行列の (4,4)成分

となるから

s12 =
t s�21 =

0
BBBBB@

Sss �Ssp 0 0

Ssp �S� 0 0

0 0 S� 0

0 0 0 S�

1
CCCCCA (え -3)

となる。

参考までに

Sij

は

Sij =

0
@ s11 s12

s21 s22

1
A (え -4)

となる。

250517D 薮本 大紀 (g250517@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) (作成 02/1/4)

問題 10-4. 正 6角形の炭素クラスターで、原子 2のσ軌道 'i(i = 1; 2; 3)における混成

軌道の 2s; 2px; 2py 原子軌道の係数を求めよ。

答: 教科書 p.131の図 10.5において考える。 sp2 混成軌道においては、 3つのσ結

合のための軌道ができ、σ結合のエネルギーが最も得られるように、軌道は原子が

伸びる方向に作られるので、原子 2では 1番目と 3番目の方向に伸びる軌道が作ら

れる。従って、原子の軌道が規格直交化する条件を考慮に入れ、原子 2の sp2 軌道

は、次の波動関数の形で表される。

'1 = C1j2s > �
q
1� C12j2px >

'2 = C2j2s > +

q
1� C22

 
1

2
j2px > +

p
3

2
j2py >

!

'3 = C3j2s > +C4j2px > +C5j2py > (10-4-1)

ここで、波動関数の規格直交化条件< 'ij'j >= �ij とユニタリーな関係 j'1j2+
j'2j2 + j'3j2 = jj2s >j2 + jj2px >j2 + jj2py >j2 より、
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C1C2 �
1

2

q
1� C2

1

q
1� C2

2 = 0

C1C3 �
q
1� C2

1C4 = 0

C2C3 +
1

2
C4

q
1� C2

2 +

p
3

2

q
1� C2

2C5 = 0

C2
1 + C2

2 + C2
3 = 1

(1� C2
1 ) +

(1� C2
2 )

4
+ C2

4 = 1

3(1� C2
2 )

4
+ C2

5 = 1

これを解くと C1 = C2 = C3 =
1p
3
; C4 =

1p
6
; C5 = �

1p
2
となる。

250237G 平野雅規 (g250237@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (2002/12/17)

問題 250517D 薮本 大紀. g250517@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp

答: 02/1/4

10-5 ((1; 1; 1)にある HをHa,(�1;�1; 1)にある HをHb,(�1; 1;�1)にある HをHc,(1;�1;�1)
にある HをHd とおく。 ~CHa = (1; 1; 1), ~CHb = (�1;�1; 1),
~CHc = (�1; 1;�1), ~CHd = (1;�1;�1)だから

�1 = C1j2s > +C2(jpx > +jpy > +jpz >) (250517D 薮本 大紀 -1)

�2 = C3j2s > +C4(�jpx > �jpy > +jpz >) (250517D 薮本 大紀 -2)

�3 = C5j2s > +C6(�jpx > +jpy > �jpz >) (250517D 薮本 大紀 -3)

�4 = C7j2s > +C8(jpx > �jpy > �jpz >) (250517D 薮本 大紀 -4)

直交規格化条件から

C2
1 + 3C2

2 = 1 (250517D 薮本 大紀 -5)

C2
3 + 3C2

4 = 1 (250517D 薮本 大紀 -6)

C2
5 + 3C2

6 = 1 (250517D 薮本 大紀 -7)

C1C3 + C2C4(�1� 1 + 1) = 0 (250517D 薮本 大紀 -8)

C1C5 + C2C6(�1 + 1� 1) = 0 (250517D 薮本 大紀 -9)

C1C7 + C2C8(1� 1� 1) = 0 (250517D 薮本 大紀 -10)

C3C5 + C4C6(1� 1� 1) = 0 (250517D 薮本 大紀 -11)

C3C7 + C4C8(�1 + 1� 1) = 0 (250517D 薮本 大紀 -12)

C5C7 + C6C8(�1� 1 + 1) = 0 (250517D 薮本 大紀 -13)

式の形から

C1 = C2 = C3 = C4 = C5 = C6 = C7 = C8 (250517D 薮本 大紀 -14)

を予想して

C1 = C2 = C3 = C4 = C5 = C6 = C7 = C8 =
1

2
(250517D 薮本 大紀 -15)

を得る。この値は上の式を満たすので予想は正しかったのでこれが求める原子軌道の

係数になる.) 作成 (メタン CH4 の分子軌道では、 Hの 1s軌道と Cの 2s,2px,2py,2pz

軌道が混じる。炭素の混成軌道は sp3 混成軌道と呼ばれるが原子軌道への係数を求

めよ。但し、 Cは原点にあり、 4つの Hは、 (1; 1; 1),(�1;�1; 1),(�1; 1;�1),
(1;�1;�1)の方向にあるとせよ。)
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問題 11-1. 2次元の正方格子 (正方形を単位胞とする格子)の基本格子ベクトルを、 ~a1 =

(a; 0);~a2 = (0; a)とおくことができる。このとき逆格子ベクトル~b1;~b2 を求めよ。

ブリルアン領域を示せ。また、エネルギーバンドを表示するとすれば、どの対称線に

そって描けば良いか。

答: 逆格子ベクトル~b1;~b2 を

~b1 =

0
@ b1x

b1y

1
A (11-1-1)

~b2 =

0
@ b2x

b2y

1
A (11-1-2)

とおく。 ~a1;~a2;~b1;~b2 を (11.7)式

~ai �~bj = 2��ij (11-1-3)

に代入すると、

~a1 �~b1 = ab1x = 2� (11-1-4)

~a1 �~b2 = ab2x = 0 (11-1-5)

~a2 �~b1 = ab1y = 0 (11-1-6)

~a2 �~b2 = ab2y = 2� (11-1-7)

となり、これを解いて、

b1x =
2�

a
(11-1-8)

b1y = 0 (11-1-9)

b2x = 0 (11-1-10)

b2y =
2�

a
(11-1-11)

が得られる。故に逆格子ベクトル~b1;~b2 は、

~b1 =
2�

a

0
@ 1

0

1
A (11-1-12)

~b2 =
2�

a

0
@ 0

1

1
A (11-1-13)

となる。ブリルアン領域は、~b1;~b2 で張られる正方形である。また、エネルギーバン

ドを表示するには、その正方形の頂点のひとつを X、中心を �、 Xを含む辺の中心

のひとつをMとしたとき、 X ! �!M!Xの順に描けばよい。

g140826 水野 洋輔 (g140826@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 11-2. 正三角形を平面に敷き詰めた格子を三角格子という。一辺の長さを aとする

とき、基本格子ベクトルを求めよ。ただし、辺のひとつは x軸の方向を向くものと

する。また、逆格子ベクトル~b1;~b2 を求めよ。ブリルアン領域を示せ。また、エネル

ギーバンドを表示するとすれば、どの対称線にそって描けば良いか。

答: 三角格子の基本格子ベクトルを ~a1;~a2 とすると、

~a1 =

0
@ a

0

1
A (11-2-1)
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~a2 = a

0
@ cos 60�

sin 60�

1
A =

a

2

0
@ 1
p
3

1
A (11-2-2)

である。ここで、逆格子ベクトル~b1;~b2 を

~b1 =

0
@ b1x

b1y

1
A (11-2-3)

~b2 =

0
@ b2x

b2y

1
A (11-2-4)

とおく。 ~a1;~a2;~b1;~b2 を (11.7)式

~ai �~bj = 2��ij (11-2-5)

に代入すると、

~a1 �~b1 = ab1x = 2� (11-2-6)

~a1 �~b2 = ab2x = 0 (11-2-7)

~a2 �~b1 =
a

2

�
b1x +

p
3b1y

�
= 0 (11-2-8)

~a2 �~b2 =
a

2

�
b2x +

p
3b2y

�
= 2� (11-2-9)

となり、これを解くと、

b1x =
2�

a
(11-2-10)

b1y = �
2�p
3a

(11-2-11)

b2x = 0 (11-2-12)

b2y =
4�p
3a

(11-2-13)

が得られる。故に、逆格子ベクトル~b1;~b2 は、

~b1 =
2�

a

0
@ 1

� 1p
3

1
A (11-2-14)

~b2 =
2�

a

0
@ 0

2p
3

1
A (11-2-15)

となる。ブリルアン領域は、~b1;~b2 で張られるひし形であるが、もとの三角格子の対

称性を考えると、正六角形になる。また、エネルギーバンドを表示するには、その

正六角形の頂点のひとつをK、中心を �、Kを含む辺の中心のひとつをMとしたと

き、K! �!M!Kの順に描けばよい。

g140826 水野 洋輔 (g140826@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 11-4. ある半導体は常温で、 1�m以下の光だと吸収されることがわかっている。こ

の半導体のエネルギーギャップは何 eV か？また、青色の光を発する半導体はエネル

ギーギャップが何 eV 程度でなければならないか？

答: 1�mの波長のエネルギーは、

E =
hc

�
(11-4-1)
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より、 h = 6:626� 10�34J � s; c = 2:998� 108m � s�1; 1eV = 1:602� 10�19J を用
いて

E � 1:239eV (11-4-2)

となる。よって、この半導体のエネルギーギャップの大きさは１．２４ V （以下）

である。「以下」としたのは、吸収がおきないものもあるからである。

また、青色の光の波長領域は 0:43�m � 0:49�mであるので

E =
hc

�
(11-4-3)

より、 h = 6:626�10�34J �s; c = 2:998�108m �s�1; 1eV = 1:602�10�19J を用い
て E は 2.53eV�2.88eV。よって、 2.53eV�2.88eV のエネルギーギャップである。

g140828 武川 純 (g140828@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 11-5. ２次元グラファイトの �、K、M点の kベクトルの値を座標軸を示して、 kx; ky

座標で示せ。また、逆格子ベクトル
�!
b1 ;

�!
b2 で表すとどのようにかけるか？

答: 図 11.6において �を原点、M方向を kx 軸、 kx軸に対して垂直上向きに ky 軸

をとる。

aを基本格子ベクトルの長さとすると、（11.16）より

�!
b1 = (

2�p
3a
;
2�

a
);
�!
b2 = (

2�p
3a
;�2�

a
) (11-5-1)

であるので求める座標は

�(0; 0); M(
2�p
3a
; 0); K(

2�p
3a
;
2�

3a
) (11-5-2)

となる。また
�!
b1 ;

�!
b2 で表すと

� = 0; M =
1

2
(
�!
b1 +

�!
b2 ); K =

2

3

�!
b1 +

1

3

�!
b2 (11-5-3)

となる。

g140828 武川 純 (g140828@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)

問題 11-6. ２次元グラファイトの �; �� バンド（11.20）で、重なり積分の値ｓを０とお

くとき、 �、K、M点でのエネルギーの値を求めよ。

答: ｓ＝０より、（11.20）式は、

E =
"2p � tw(k)

1
(11-6-1)

となる。ここで、

w(k) =

s
1 + 4 cos

p
3kxa

2
cos

kya

2
+ 4 cos2

kya

2
(11-6-2)

である。よって、

E = "2p � t

s
1 + 4 cos

p
3kxa

2
cos

kya

2
+ 4 cos2

kya

2
(11-6-3)
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となる。これに、問題 11.5で解いた (kx; ky)の値、 �(0; 0), M(
2�p
3a
; 0),

K(
2�p
3a
;
2�

3a
)を代入すると、

E� = "2p � t
p
1 + 4 cos 0 cos 0 + 4 cos2 0

= "2p � 3t (11-6-4)

EM = "2p � t
p
1 + 4 cos� cos 0 + 4 cos2 0

= "2p � t (11-6-5)

EK = "2p � t
r
1 + 4 cos� cos

�

3
+ 4 cos2

�

3

= "2p (11-6-6)

以上より答えは、 "2pをエネルギーの原点において、

E� = �3t; EM = �t; EK = 0 (11-6-7)

g140828 武川 純 (g140828@mail.ecc.u-tokyo.ac.jp) 作成 (01/12/25)
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